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Bu yazi, Elektronik Devre Elemanlari dersi rehberinin sadelestirme béliimiidiir. Ornek bir izlencede

altinci hafta bu konuya ayrilir: Karnaugh diyagramlari, minterm ve maxterm ifadeler ve Quine-
McCluskey yontemi.[™ YOK'iin ders tanimi da Karnaugh haritasini adiyla sayar.'? Yaziyi okumadan énce
mantik kapilari ve Boole cebiri yazisindaki minterm kavramini ve sayi sistemleri yazisindaki Gray kodunu

bilmek isinizi kolaylastirir.

Karnaugh haritasi nedir ve neden kullanilir?

Bir fonksiyonu Boole kurallariyla sadelestirmek mimkindir ama hangi kurali nerede uygulayacaginizi
gormek her zaman kolay degildir. Karnaugh haritasi bu isi gorsel ve daha guvenilir hale getirir. MEB
modullinin vurguladigi gibi amacg, ayni isi goren ifadeyi en az kapiyla elde etmektir; bdylece devrenin
hem boyutu kiiciiliir hem maliyeti diiser.”® Maurice Karnaugh bu harita yéntemini 1953'te

kombinasyonel, yani sirali olmayan mantik devrelerinin verimli bicimde kurulmasi icin énerdi.!!

Haritanin dayandigi kural basittir: yalniz bir degiskende farkli olan iki terim birlesir ve o degisken duser,
AB + AB' = A. Harita, dogruluk tablosunun satirlarini birlesebilecek terimler yan yana gelecek bicimde
dizer. Bunun icin satir ve siitun basliklari 00, 01, 10, 11 sirasiyla degil, 00, 01, 11, 10 sirasiyla yazilir.!3! By,
ardisik iki kodun yalniz bir bitte farkli oldugu Gray sirasidir.[®!

Haritayi kurmak

n degiskenli bir haritada 2" hiicre vardir: 2 degiskende 4, 3 degiskende 8, 4 degiskende 16 hiicre.! Her
hiicre dogruluk tablosunun bir satirina, yani bir minterme karsilik gelir. Dogruluk tablosundaki satir
numarasini hiicreye yazmak, 1'leri haritaya aktarirken hatayi azaltir.!3!

3 degiskenli harita. Sttunlar AB, satirlar C'dir. Hiicrelerdeki sayilar minterm numarasidir (m = 4A + 2B +
C):

C\AB 00 01 1 10
0 mO m2 m6 m4
1 m1 m3 m7 m5

4 degiskenli harita. Bu yazida satirlar AB, sttunlar CD'dir (m = 8A + 4B + 2C + D):
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AB\CD 00 01 1 10

00 mO m1 m3 m2
01 m4 m5 m7 m6
1 m12 m13 m15 m14
10 m8 m9 m11 m10

Tabloyu ezberlemek yerine sirayi akilda tutun: G¢lincl sutun 11, dérdinci sttun 10'dur. Bu ylzden 4
degiskenli haritada m2, m3'ln sagina duser. Degiskenlerin satir ve sttunlara yerlesimi degistirilebilir; o
zaman hiicrelerin ici de degisir, buna dikkat etmek gerekir.©!

MEB'in moduliine gore Karnaugh haritasi en fazla 6 degiskenli ifadeleri sadelestirmek igin kullanilir; en
cok kullanilanlar 2, 3 ve 4 degiskenli haritalardir.[!

Gruplama kurallari

Gruplama, haritanin en can alici adimidir. MEB moduilliindeki kurallar sunlardlr:[sl

. Yalniz 1'ler gruplanir. Bos hicreler O'dir ve gruba katiimaz.

. Grup biiyiikligi 1, 2, 4, 8, 16 olmahdir. Uc ya da alti hiicrelik grup olmaz.

. Gruplar mumkiin oldugunca biiyuk olmalidir. Hedef en ¢ok 1'i en az grupla 6rtmektir.
. Hicbir 1 acikta kalmamalidir.

. Capraz grup yapilmaz. Gruplar yan yana ya da alt alta hicrelerden olusan dikdortgenlerdir.

o oA W N P

. Kenarlar komsudur. Haritanin en sagindaki siitun en solundakiyle, en alttaki satir en Usttekiyle
komsudur. 4 degiskenli haritada dort kdse (m0O, m2, m8, m10) de tek bir dortli grup olusturabilir.

7. Bir huicre birden fazla grupta yer alabilir. Bir 1'i iki gruba birden katmak, gruplari blyUttyorsa dogru
yoldur.

Gruptan terim yazmak. Bir grubun igcinde degeri degismeyen degiskenler terimde kalir; degeri degisen
degiskenler diiser. Degeri 1 olan degisken diiz, O olan degisken degilli yazilir.!¥! 4 degiskenli bir haritada
2 hicrelik grup 3 harfli, 4 hiicrelik grup 2 harfli, 8 hiicrelik grup tek harfli bir terim verir. Butin hicreler 1
ise fonksiyon 1'dir.

Cozumli ornekler

Ornek 1 (2 degisken). Y = A'B + AB' + AB. MEB modiiliindeki 6rnek:!®! Haritada 01, 10 ve 11 hiicrelerinde
Tvardir. 01ile 11 hiicreleri B = 1 satirinda bir grup, 10 ile 11 hiicreleri A = 1 stitununda bir grup olusturur. 11
hiicresi iki grupta birden yer alir. Y = A + B. Ug VE, bir VEYA ve iki DEGIL kapisi yerine tek bir VEYA
kapisi yeter.

Ornek 2 (3 degisken). y = ABC' + A'B'C + BC. MEB modiiliindeki érnektir.’®! Once ifadeyi mintermlere
acalm: ABC' = m6, A'B'C = m1; BC ise hem A'BC (m3) hem ABC (m7) demektir. Yaniy = Zm(1, 3, 6, 7) ve
haritaya dort 1 yazilir.

« m1ve m3 (C = 1satirinda, AB = 00 ve 01 siitunlarinda): A = 0 ve C = 1 sabit, B degisiyor > A'C

« m6 ve m7 (AB = 11 slitununda, iki satirda): A = 1ve B = 1 sabit, C degisiyor - AB

e Sonuc:y =A'C+AB
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m3 ile m7 de bir ¢ift olusturur (BC), ama bu grubun iki 1'i zaten &teki gruplarca ortdlidur; BC terimini
eklemek ifadeyi uzatir. Mantik kapilari ve Boole cebiri yazisindaki uzlasi kurall da ayni sonucu verir.

Ornek 3 (4 degisken, kdseler). F = £m(0, 2, 5, 7, 8, 10, 13, 15).

o Dort kose m0O, m2, m8, m10: B = 0 ve D = O sabit > B'D’
e Ortadaki kare m5, m7, m13, m15: B = 1ve D = 1 sabit - BD
« Sonug: F = B'D' + BD, yani B ile D ayniyken 1 veren OZEL VEYA DEGIL fonksiyonu.

Kdselerin komsu oldugunu unutan 6grenci burada dort ayri ikili grup kurar ve daha uzun bir ifade bulur.

Ornek 4 (fark etmezlerle). BCD kodunda gelen bir rakam 5 ya da daha biiyiikse 1 veren devreyi
tasarlayalim. BCD'de 10-15 arasi kodlar hi¢c gelmez; bu hticreler fark etmezdir.

« F=3xm(5,6,7 8,9) +d(10, 11, 12, 13, 14, 15)

» A =1olan sekiz hiicre (m8-m15): 8 ve 9 bizim 1'lerimiz, geri kalani X - A

e m5 m7 mi3, m5:B=1veD=1-BD

e m6, m7, mi4 m5:B=1veC=1->BC

e Sonuc: F=A+BD +BC

X'ler olmasaydi A = 1 olan grup yalniz m8 ve m9'dan olusur, AB'C' gibi daha uzun bir terim ¢ikardi.

Ornek 5 (0'lari gruplamak). Bazen 0'lari gruplamak daha kisadir. F(A, B, C)'nin yalniz m3 ve m7'de 0
oldugunu varsayalim. O'lar gruplaninca F' = BC bulunur. De Morgan'la F = (BC)' = B' + C' elde edilir. Bu,
fonksiyonun maxtermlerin ¢arpimi bigiminden sadelestiriimesidir.

Fark etmez (X) durumlari

Bazi tasarimlarda belirli giris durumlari hi¢ olusmaz ya da o durumlarda ¢ikisin ne oldugu énemsizdir. Bu
hlcrelere 0 ve 1disinda bir isaret, X yazilir; bunlara fark etmez ya da 6nemsiz denir. [31 X hiicreleri
gruplamada duruma gore 1ya da 0 sayilir. Amag en blyuk gruplamayi yapmaktir: grubu blyltmeye
yarayan X'ler gruba katilir, ise yaramayanlar disarida birakilr.!

McCluskey de ayni durumu tasarimcinin kolayligi icin fonksiyona katilabilecek terimler olarak tanimlar.
Bu satirlara verilecek deger (0 ya da 1), devreyi sadelestirecek bicimde secilir.'®!

Quine-McCluskey yontemi

Karnaugh haritasi 5-6 degiskende kullanissizlasir; komsuluklari gozle gérmek zorlasir. Bu durumda
sistemli bir tablo yontemi kullanilir. McCluskey 1956'da, bir Boole fonksiyonunu en az sayida ¢arpimin
toplami olarak yazmak icin Quine'in yéntemini sadelestirip genisleten sistemli bir ydntem yayimladi. 61171

Temel kavram: asal garpim. Dogruluk tablosunun 1 olan satirlarini gergeklestiren ¢arpim terimlerinden,
baska daha basit bir terimin kapsamadidi terime asal ¢arpim (prime implicant) denir.® Karnaugh
haritasindaki her "genisletilemeyen en blyUk grup" bir asal ¢carpimdir.

Adimlar.

1. Mintermleri ikili yazin ve icerdikleri 1 sayisina gore gruplayin.

2. Komsu gruplardaki, yalniz bir bitte farkli terimleri birlestirin; farkl bitin yerine tire (-) koyun ve
birlesen terimleri isaretleyin. McCluskey'e gore bu, terimlerin ondalik etiketlerinin 2'nin bir kuvveti
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kadar farkli olmasiyla da gériilebilir. ™
3. Ayni islemi tireli terimlerle, tireler ayni yerdeyken tekrarlayin; birlesme kalmayana kadar strdurun.
4. Hic isaretlenmemis terimler asal carpimlardir.

5. Asal ¢carpim tablosu kurun: satirlar asal carpimlar, sttunlar mintermlerdir; bir asal carpim bir
mintermi ortliyorsa kesisime carpi konur. Yalniz tek ¢carpi bulunan bir stitunun satiri zorunlu olarak
secilir. Sonra kalan siitunlari 6rten en az sayida satir secilir.!°!

McCluskey'in notuna gore asal ¢arpim tablosunu ilk tartisan Quine'dir, ama Quine tablodan en kisa
toplami bulmak icin sistemli bir yol vermemistir.¢!

Ornek 6. F(A, B, C,D) = £m(0,1, 2, 5, 8, 9, 10)

Adim 1, 1 sayisina gére gruplama:

1sayisli Mintermler

0 0 (0000)

1 1(0001), 2 (0010), 8 (1000)
2 5 (0101), 9 (1001), 10 (1010)

Adim 2, ikili birlesmeler: 0-1 (000-), 0-2 (00-0), 0-8 (-000), 1-5 (0-01), 1-9 (-0071), 2-10 (-010), 8-9
(100-), 8-10 (10-0).

Adim 3, dértlii birlesmeler: 0-1-8-9 (-00-) ve 0-2-8-10 (-0-0). 1-5 (0-01) baska bir terimle birlesemez.

Adim 4, asal carpimlar: B'C' (-00-, m0, m1, m8, m9), B'D' (-0-0, m0, m2, m8, m10) ve A'C'D (0-01, m1,
m5).

Adim 5, tablo:
Asal carpim mO m1 m2 m5 m8 m9 m10
B'C' X X x X
B'D' X X X X
A'C'D x x

m5 siitununda yalniz A'C'D, m9 siitununda yalniz B'C', m2 ve m10 siitunlarinda yalniz B'D" vardir. Ucii
de zorunludur ve birlikte buttin sttunlari 6rter. Sonug: F =B'C' + B'D' + A'C'D.

ileri not: fazladan terim ne ise yarar?

En kisa ifade her zaman tek dogru cevap degildir. MIT'nin ders notlarinda Y = C'A + CB fonksiyonu igin
su durum incelenir: A = B = 1iken C degisirse, ¢ikisi 1'de tutma gorevi bir yoldan dtekine geger. Kisa bir
sure hicbir yol cikisi 1'de tutmayabilir ve ¢ikis belirsizlesir. Mantiksal olarak gereksiz olan AB terimi
devreye eklenince bu acik kapanir. Notlara gore butln asal ¢carpimlari igceren bir ¢carpimlar toplami
devresi bu tiir gecislerde givenlidir.’® Sinavlarda genellikle en kisa ifade istenir; ama tasarim
sorularinda bu farki bilmek arti puan getirir. Ayni notlar, sadelestirme yazilimlarinin bu tir indirgeme
adimlarini art arda uygulayarak calistigini da belirtir. 18!
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Sik yapilan hatalar

« Basliklari 00, 01, 10, 11 sirasiyla yazmak. Dogru sira 00, 01, 11, 10'dur. !

» Kenar ve kése komsulugunu unutmak. Sag ile sol, Ust ile alt kenar komsudur; dért kose bir gruptur.
« 3yada 6 hiicrelik grup kurmak. Gruplar 1, 2, 4, 8, 16 hiicreliktir.!3!

o Grubu bliyutmemek. Dortli grup kurulabilecekken iki ikili grup kurmak ifadeyi uzatir.

« Capraz grup kurmak. Capraz duran hiicreler iki dediskende farklidir ve birlesmez."!

« Gereksiz grup eklemek. Biitiin 1'leri zaten 6rtiilmis bir grup (Ornek 2'deki BC) ifadeyi uzatir.

« Gerekmeyen X'leri gruplara katmak. X yalniz grubu biiyiitiiyorsa kullanilir. ™!

Alistirmalar

Alistirmalar drnek izlencenin 6. haftasini kapsar.!"! Her birinde en kisa carpimlar toplamini bulunuz.

1. F(A, B) = £m(1, 2, 3)

2.F(A, B, C) = £m(0, 2, 4, 6)
3.F(A, B, C) =m(0,1, 2, 3, 7)
4.F(A, B, C) =Im(2, 3, 4, 5)
5.F(A, B, C,D) =m(0, 1,2, 3,8,9,10, 1)
6.F(A, B, C,D) =xIm(1, 3,5, 79, 1,13, 15)
7.F(A, B, C, D) = £m(0, 2, 8, 10)

8.F(A, B, C,D) = xm(1, 3,7, 1, 15) + d(0, 2, 5)
9.F(A, B, C, D) =Im(4, 5,6, 7, 12, 13, 14, 15)

Cevaplar
Butln cevaplar programla, Quine-McCluskey yontemi ve dogruluk tablosu karsilagtirmasiyla
denetlenmistir.
1.F=A+B
2.F =C' (C = 0 satirinin tamami)
3.F=A"+BC (A = 0 dortlisli ve m3-m7 cifti)
.F=A'B+AB' yaniA®B

.F =B' (B = 0 olan iki satirin sekiz hiicresi)

.F=B'D' (dort kose)
.F=A'B' + CD. X'ler mO ve m2 kullanilarak A'B' dortliisi kurulur; m3, m7, m11, m15 dortlist CD'dir. F
= A'D + CD de ayni sayida terim ve harfle dogru bir cevaptir; burada A'D dortlistnid mS fark etmezi

4
5
6. F =D (D = 1o0lan iki situnun sekiz hiicresi)
7
8

tamamlar. Bir fonksiyonun birden fazla en kisa ifadesi olabilir.
9. F =B (B = 10lan iki satir)
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Terim tablosu

Tiirkce

Karnaugh haritasi
Gruplama

Fark etmez
Carpimlar toplami
Toplamlar ¢arpimi
Asal carpim
Zorunlu asal carpim
Asal ¢carpim tablosu

Quine-McCluskey yontemi

ingilizce

Karnaugh map, K-map
Grouping

Don't care

Sum of products (SOP)
Product of sums (POS)

Prime implicant

Essential prime implicant

Prime implicant table

Quine-McCluskey method

Diger kullanimlar
Karno haritasi, Karnaugh diyagrami
Gruplandirma

Onemsiz, X

Tablo yontemi

Karno haritasi, gruplandirma, fark etmez ve énemsiz adlari MEB modiiliinden; ingilizce terimler MIT

notlari ile McCluskey'in makalesinden alinmistir. (318116l

Sonuc

Karnaugh haritasi, dogruluk tablosunu komsu hicreler yalniz bir degiskende farkli olacak bicimde

dizerek sadelestirmeyi gérsel bir gruplama isine donustiiriir. Dogru sonug icin baslik sirasini (00, 01,

11, 10), grup biykltklerini, kenar komsulugunu ve fark etmez kuralini bilmek yeterlidir."®! Degisken

sayisi arttiginda ayni is Quine-McCluskey yontemiyle, asal ¢carpimlar ve asal ¢carpim tablosu tGizerinden

sistemli bicimde yapilir.'®”) Sadelestirilmis ifadeler, sonraki konu olan toplayici, kod ¢éziicii ve coklayici

tasariminin da temelidir. ™"

Ozet

« Karnaugh haritasi, bir Boole fonksiyonunu en az kapiyla kurmak i¢in dogruluk tablosunu komsuluk

iliskisini gdsteren bir tabloya dizer. n degiskenli haritada 2" hiicre vardir.

 Situn ve satir basliklari 00, 01, 11, 10 sirasiyla yazilir (Gray sirasi). Boylece yan yana her iki hiicre

yalniz bir degiskende farkldir.

o Gruplama kurallari: yalniz 1'ler gruplanir; grup buyUukligua 1, 2, 4, 8, 16 olmalidir; gruplar mimkin

oldugunca buyuk olmali, capraz grup yapilmaz, higcbir 1 acikta kalmaz; kenarlar ve koseler birbirine

komsudur.

» Fark etmez (X) hiicreleri, grubu biydtlyorsa 1, blylUtmiyorsa 0 sayilir.

» Degisken sayisi arttiginda Quine-McCluskey yontemi kullanilir: tek bitte farkl terimler art arda

birlestirilir, asal carpimlar bulunur ve bir tabloyla en az sayida terim secilir.
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Sik sorulan sorular

Karnaugh haritasi nedir?

Karnaugh haritasi, bir Boole fonksiyonunu sadelestirmek igin dogruluk tablosunun hicrelerini, yan
yana hicreler yalniz bir degiskende farkl olacak bicimde dizen bir tablodur. Maurice Karnaugh
1953'te kombinasyonel mantik devrelerinin sentezi icin bu harita yontemini dnerdi. Haritada komsu
T'ler gruplanarak fonksiyonun en kisa ifadesi, dolayisiyla en az kapiyla kurulan devresi bulunur.

Karnaugh haritasinda gruplama nasil yapilir?

Yalniz 1 olan hiicreler gruplanir. Grup buyUkIugu 1, 2, 4, 8 ya da 16 olmalidir; 3 ya da 6 hucrelik grup
olmaz. Gruplar dikddrtgen biciminde, yan yana ya da alt alta olmalidir; capraz grup yapiimaz.
Gruplar mimkin olan en buyuk boyutta tutulur, hicbir 1 acikta kalmaz ve bir hiicre birden fazla
grupta yer alabilir. Haritanin sag ve sol kenarlari ile Ust ve alt kenarlari birbirine komsudur.

Karnaugh haritasinda neden 00, 01, 11, 10 sirasi kullanilir?

Bu sira Gray kodu sirasidir: ardisik iki bashk yalniz bir bitte farklidir. Boylece haritada yan yana
duran iki hicre yalniz bir degiskende farkli olur ve AB + AB' = A kuraliyla birlestirilebilir. 00, 01, 10,
11 sirasi kullanilsaydi 01 ile 10 yan yana gelir ve iki bitte farkli olurdu.

Karnaugh haritasinda fark etmez (X) ne demektir?

Fark etmez, bazi giris durumlarinin hi¢ olusmadigi ya da cikisin o durumda 6nemsiz oldugu hiicreler
icin kullanilir ve X ile gosterilir. X hiicreleri gruplamada istenirse 1, istenirse 0 sayilir; amag en blylk
gruplari kurmaktir. Grubu blyudtmeyen X'ler gruplara katiimaz.

Quine-McCluskey yontemi nedir?

Quine-McCluskey, Boole fonksiyonunu en az terimli carpimlar toplami olarak yazmak i¢in sistemli,
tablo tabanl bir yontemdir. Mintermler ikili yazilir, yalniz bir bitte farkli olan terimler art arda
birlestirilir; birlesemeyen terimler asal ¢carpimlardir. Ardindan bir asal ¢carpim tablosuyla batin
mintermleri 6rten en az sayida asal carpim secilir. Yontem Quine'in 1952 calismasina ve
McCluskey'in 1956'daki genisletmesine dayanir.

Karnaugh haritasi kac degiskene kadar kullanilir?

MEB'in Temel Mantik Devreleri modultiine goére Karnaugh haritasi en fazla 6 degiskenli ifadeleri
sadelestirmek icin kullanilir; uygulamada en ¢ok 2, 3 ve 4 degiskenli haritalar kullanilir. Degisken
sayisi arttikca komsuluklari gérmek zorlastidi icin daha blylk fonksiyonlarda Quine-McCluskey gibi
tablo yontemleri tercih edilir.
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