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I Limit, Tirev, integral AYT

Integral ile Alan Hesaplama

Belirli integralin en dnemli uygulamasi, kenarlari egri olan bdlgelerin alanini hesaplamaktir. Bir egri ile
yatay eksen arasindaki alan, edrinin eksenin altina indigi parcalar ayri alinarak; iki egri arasindaki alan
ise Ustteki egriden alttakinin ¢ikarilmasiyla bulunur. Bu yazida edri ile eksen arasindaki alani, eksenin
altinda kalan ve eksenin iki yanina yayilan bdélgeleri, iki egri arasindaki alani ve kesisim noktalarinin
bulunmasini, egrilerin yer degistirdigi durumlari, dikey eksene goére alani, Ustel, logaritmik ve
trigonometrik egrileri, parametreli alan sorularini ve hiz ile kemer gibi uygulamalari ¢6zUmlU
orneklerle ele aliyoruz.
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Bu yaziyl daha rahat anlamak icin belirli integrali hesaplamayi ve egrilerin kesisim noktalarini

bulmayi biliyor olman yeterli.

Temel bilgiler icin Belirli integral Konu Anlatimi ve integral Konu Anlatimi yazilarina géz at.

Ucgen, dikdértgen ve daire gibi tanidik sekillerin alanlari formiillerle bulunur. Kenarlarindan biri egri

olan bolgelerin alani ise belirli integralle hesaplanir. Fonksiyon aralikta pozitifken belirli integral, egrinin

altinda ve yatay eksenin Ustlinde kalan bolgenin alanina esittir.

Kapaktaki 6grenciler iki egri arasinda kalan bolgeyi kliclk karolarla dolduruyor. Karolarin sayisi ve

boyutu bélgenin alanini verir; karolar kiigiildiikce hesap daha kesinlesir. integral, bu karolasmanin

sonsuz incelikteki halidir ve alani tam olarak verir.

Egriile yatay eksen arasindaki alan

Fonksiyon [a, b] arali§inin hicbir noktasinda negatif deger almiyorsa, edri ile yatay eksen arasindaki

b
alan dogrudan belirli integraldir: A = [ f(x) dx.
a

2 ORNEK

y = x? egrisi, yatay eksen ve x = 2 dogrusu arasindaki bolge verilsin.

Bdlgenin alanini bulalim.

2
Egri [0, 2] araliginda negatif degildir: A = / x? dx.
0

8 . ..
A= ] birimkare bulunur.
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@ HAP BILGI
Fonksiyon pozitifse alan, belirli integraldir.

Negatif parcalarda integralin mutlak degeri alinir.

Eksenin altinda kalan alan

Fonksiyon aralikta negatifse belirli integral negatif cikar; alan, integralin mutlak degeridir. Alan hicbir
zaman negatif olmaz; negatif isaret yalnizca bdélgenin eksenin altinda oldugunu gdsterir.

2 ORNEK
y = x? — 4 egrisi ile yatay eksen arasindaki bolge verilsin.
Bdlgenin alanini bulalim.

2
Egri ekseni x = —2 ve x = 2 de keser ve bu aralikta eksenin altindadir: f (x> —4)dx = —%.
=

32 ..
Alan 3 birimkare olur.

@ HAP BILGI
Eksenin altinda kalan bdlgenin alani, belirli integralin mutlak degeridir; alan hicbir zaman negatif

olmaz.

Eksenin iki yanina yayilan bélge

Egri araligin bir kisminda eksenin Ustlinde, bir kisminda altindaysa belirli integral iki parcanin farkini
verir, toplamini degil. Alan icin aralik, egrinin ekseni kestigi noktalardan bolinir ve her parcanin mutlak

degeri toplanir.
¢ ORNEK
y = x* egrisi ile yatay eksen arasinda [—1, 2] araliyindaki bélge verilsin.

Bolgenin alanini bulahm.

0 2
Egri x = 0 da ekseni keser: [ x3dx = —i ve [x3dx =4olur.
-1 0

1 17 ... o pe e 15 .
Alan n +4 = " birimkare olur; oysa belirli integral " verir.

A DIKKAT
Eksenin iki yanina yayilan bélgede tek bir belirli integral almak.

Tek integral pozitif ve negatif parcalari birbirinden ¢ikarir ve alani oldugundan kliclik gosterir.
Once egrinin ekseni kestigi noktalar bulunmalidir.
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Eksenin alhindaki parabol parcasi
Kollari yukari bakan bir parabol iki gercek kokl arasinda yatay eksenin altinda kalir. Bu parcanin alani,

iki kOk arasindaki integralin mutlak degeridir.

¢ ORNEK
y = x* — 2x parabolii ile yatay eksen arasindaki bélge verilsin.

Bdlgenin alanini bulalim.
- . 2 8 4
Kokler 0 ve 2 dir; f(x? —2x)dx = - 4 = - olur.
0

Alan g birimkaredir.

Grafikten alan okumak
Bazi sorularda egri ile eksen arasindaki alanlar grafik tGzerinde sayi olarak verilir ve fonksiyonun
formulu hi¢ verilmeden belirli integralin degeri sorulur. Bu durumda eksenin Ustlindeki alanlar arti,

altindakiler eksi isaretle toplanir.

¢ ORNEK
Bir f fonksiyonunun grafidi ile eksen arasinda [0, 3] te eksenin Ustiinde 3, [3, 5] te eksenin altinda

2 birimkarelik alan olsun.

5
J f(x) dx degerini ve toplam alani bulalim.
0

Belirli integral 3 —2 =1 olur.

Toplam alan ise 3 + 2 = 5 birimkaredir.

SinUs egrisinin alhindaki alan

Trigonometrik egriler periyodik olarak eksenin Ustline ve altina gecer ve her yarim periyotta isaret
degistirir. Bu ylizden bir tam periyot boyunca belirli integral sifir ¢cikabilir, ama alan sifir degildir.

¢ ORNEK
y = sinx edrisi ile yatay eksen arasinda [0, 27| araligindaki bodlge verilsin.

Bolgenin alanini bulahm.

T 2
S sinxdx =2ve [sinxdx = -2dir.
0 T

Alan 2 + 2 = 4 birimkare olur; belirli integral ise 0 dir.

Iki egri arasindaki alan
iki egri arasinda kalan bdélgenin alani, her apsiste Ustteki egriden alttakinin ¢ikarilip bu farkin
integralinin alinmasiyla bulunur. Eksenin nerede oldugu 6nemli degildir; fark her zaman iki egri

arasindaki dikey uzakliktir:
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b

A= f Fas00) = far() |ax

a

y = xvey = x*egrileri

2 ORNEK
y = x dogrusu ile y = x? egrisi arasindaki bolge verilsin.

Bolgenin alanini bulalim.

Egriler x = 0 ve x = 1 de kesisir; bu aralikta dogru Usttedir.

1
A= [(x—x¥dx =+ —+ = - birimkare olur.
0 2 3 6

= HAP BILGI

. b
Iki egri arasindaki alan [ (f(x) - g(x)) dx olur; burada f Ustteki, g alttaki egridir.
a

Neden Ust eksi alt?

iki egri arasindaki alanda eksenin konumu énemsizdir. Bunun nedeni sudur: iki egri birlikte ayni miktar
yukari ya da asagi kaydirilirsa aralarindaki bolge degismez ve Ust eksi alt farki da ayni kalir. Bu ylizden
egrilerden biri ya da ikisi eksenin altinda olsa bile formul degismez.
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Geometrik olarak her apsiste Ust egri ile alt egri arasindaki dikey uzaklik, bdlgeyi olusturan ince seridin
yiiksekligidir. Bu yiiksekliklerin integrali bélgenin alanini verir. Ust ve alt yer degistirirse fark negatif
olur; bu, egrilerin kesistigini ve araligin boéliinmesi gerektigini gosterir.

Kesisim noktalarini bulmak

iki egri arasindaki kapali bdlgenin sag ve sol sinirlari, egrilerin kesisim noktalaridir. Bu noktalar iki
fonksiyon esitlenerek bulunur; sonra araliktan bir sayi secilerek hangi egrinin Ustte oldugu belirlenir.

2 ORNEK
y = x* egrisi ile y = 2x + 3 dogrusu arasindaki bdlge verilsin.

Bdlgenin alanini bulalim.

x> =2x+3ise (x —3)(x + 1) =0, yani x = —1 ve x = 3; aralikta dogru Usttedir.

3
A= f(2x+3—x*)dx = 3—32 birimkare olur.
=il

@ HAP BILGI
Kapali bdlgenin sinirlari egrilerin kesisim noktalaridir.

Hangi egrinin Ustte oldugu, araliktan bir sayi secilerek belirlenir.

Parabol ile yatay dogru

Yukari agilan bir parabol ile onu kesen yatay bir dogru, parabolin iginde kapali bir bdlge olusturur.
Dogru Ustte, parabol alttadir.

¢ ORNEK
y = x? parabolii ile y = 4 dogrusu arasindaki bdlge verilsin.

Bdlgenin alanini bulalim.

2
x> =4isex= x2olur; A= [ (4—x?)dx.
=

32, ..
A= 5 birimkare bulunur.

SinUs ve kosinius arasindaki alan

Trigonometrik egriler arasindaki alanlarda kesisim noktalari 6zel agilarda olur. [0,%] araliginda kosinls

siniisiin Ustlindedir; iki egri % de kesisir.
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¢ ORNEK

y = sinx ve y = cosx egrileri ile dikey eksen arasinda [0,%] araligindaki bolge verilsin.

Bdlgenin alanini bulalim.

/4
A= [ (cosx —sinx)dx = | sinx + cosx]’”4 olur.
0 0

\/Z — 1, yaklasik 0,414 birimkare bulunur.

Iki parabol arasindaki alan
Biri yukari, digeri asagi acilan iki parabol genellikle kapali bir bdlge olusturur. Bélge dikey eksene gore

simetrikse yarisi hesaplanip iki kati alinir ve hesap kisalir.

2 ORNEK
y = x* ve y = 2 — x* parabolleri arasindaki bélge verilsin.

Bolgenin alanini bulalim.

x? =2 —x%ise x = + 1 olur; aralikta 2 — x? Usttedir ve fark 2 — 2x? dir.

1 1
A= [(2-2x)dx=2f(2-2x")dx = 2 birimkare olur.
=il 0

Egrilerin yer degistirmesi

iki egri birden fazla noktada kesisiyorsa her kesisim noktasinda (istteki egri degisebilir ve bdlge birden
fazla parcadan olusur. Bu durumda aralik kesisim noktalarindan bolindr ve her parcada ayri bir integral
alinir.

2 ORNEK

y = x3 ve y = x egrileri arasinda kalan bélge verilsin.

Toplam alani bulalim.

Egriler x = —1, 0 ve 1 de kesisir. [—1,0] da x3, [0,1] de x Usttedir.

AR 1 g 1 g
Her iki parcanin alani Z dir; toplam alan B birimkare olur.

1
Tek bir integral f (x — x*) dx alinsaydi iki parga birbirini gotliriir ve sonug 0 gikardi. Simetrik gériinen
-1

bolgelerde bu tuzaga 6zellikle dikkat etmek gerekir.

Dikey eksene gore alan

Bazi bdlgelerde egriler x in y ye bagli fonksiyonlari olarak daha kolay yazilir; 6zellikle yana acilan
paraboller boyledir. Bu durumda integral y ye gore alinir: sagdaki egriden soldaki ¢ikarilir ve alt ile Ust y
sinirlari arasinda integral alinir.
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2 ORNEK
x = y* egrisi ile x = 4 dogrusu arasindaki bélge verilsin.

Bolgenin alanini y ye gore integralle bulalim.

2
Egriile dogru y = —2 ve y = 2 de kesisir; dogru sagdadir: A = [ (4 — y?)dy.

—2
1

(=)}

A=16——= ? birimkare olur.

w|

4
Ayni bdlge x e gdre de hesaplanabilir; bu kez Ust sinir \/x , alt sinir —\/x olur ve fz\/'x dx yine 33—2
0

verir. Hangi degiskenin daha kolay oldugu bdlgenin bigcimine baghdir.

Ustel ve logaritmik egriler

Ustel egriler her zaman yatay eksenin Ustiindedir; bu yiizden altlarindaki alan dogrudan belirli
integraldir ve mutlak deger gerekmez. Logaritma egrisi ise x = 1 de ekseni keser ve bu noktanin

saginda pozitiftir.

2 ORNEK
y = e~ egrisi ile yatay eksen arasinda [0, 1] araligindaki bolge ve y = Inx egrisi altinda [1, e]
araligindaki bolge verilsin.

iki alani bulalim.

1
Birinci alan fe*dx = e — 1, yaklasik 1,718 birimkaredir.
0

Inx in bir ters tlirevi xInx — x tir; ikinci alan (¢ — e) — (0 — 1) = 1 birimkare olur.

ikinci drnekteki ters tiirev, tiirev alinarak dogrulanir: (xInx — x)' = Inx + 1 — 1 = Inx tir.

Hiperbolin altindaki alan
y= L egrisinin altindaki alan, pozitif x ler icin dogal logaritmayla verilir. Bu, dogal logaritmanin
X

geometrik tanimidir: 1 den ¢t ye kadar olan alan Int dir.

2 ORNEK
y= L egrisi ile yatay eksen arasinda [1,e] ve [1, 4] araliklarindaki bolgeler verilsin.
X

Alanlari bulalim.
Birincisi Ine — In1 = 1 birimkaredir.

ikincisi In4, yaklasik 1,386 birimkaredir.

Mutlak degerli egri

Mutlak degerli bir fonksiyon hicbir zaman negatif olmadigi icin grafigi hep eksenin Ustlindedir ve
altindaki alan belirli integrale esittir. Hesap igin aralik, mutlak degerin icinin sifir oldugu noktadan

bolundr.
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¢ ORNEK
y = | x — 1] egrisi ile yatay eksen arasinda [0, 3] araliindaki bolge verilsin.

Bdlgenin alanini bulalim.

1 1 3
f(l—x)dx:;ve S (x—=1)dx =2olur.
0 1

Alan g birimkaredir; bu, iki i¢ggenin alanlari toplamidir.

Geometriyle karsilastirma

Dogrularla sinirlanan bolgelerde integral ile geometri her zaman ayni sonucu vermelidir. Bu
karsilastirma, integral yonteminin guvenilirligini gosterir ve hesap hatalarini yakalamaya yarar.

¢ ORNEK
y = 2x + 1 dogrusu, yatay eksen, x = 1 ve x = 3 dogrulari arasindaki bdlge verilsin.

Alani iki yoldan bulahm.

3
Integralle f (2x+ 1)dx = | x* + x]i =10 olur.
1

Bolge paralel kenarlari 3 ve 7, yuksekligi 2 olan bir yamuktur; alani 10 dur.

Parametreli alan sorulari

Alanin degeri verilip bolgeyi sinirlayan bir sayi sorulabilir. Alan integralle sinir cinsinden yazilir ve
verilen degere esitlenir; ortaya ¢ikan denklemden sinir bulunur ve kosulu saglamayan kokler atilir.

¢ ORNEK
y = x? egrisi, yatay eksen ve x = k dogrusu arasindaki bolgenin alani 9 birimkare olsun, k > 0.

k yi bulalim.

k B
Alan [ x*dx = 5 tar.
0

3
k? =9ise k> = 27 ve k = 3 bulunur.

2 ORNEK
y = x dogrusu altinda [0, 2] araligindaki bélge verilsin.

Bu alani iki esit parcaya boélen x = a dogrusunu bulalim.
2 a

Toplam alan f xdx = 2 dir; [ xdx =1 olmalidir.
0 0

(12

<= lisea= \/7 bulunur.
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Uygulama: iki aracin mesafe farki

Hiz zaman grafiginin altindaki alan, o siire boyunca alinan toplam yoldur. iki aracin hiz grafikleri
arasindaki alan ise ayni slirede aldiklari yollarin farkini verir.

¢ ORNEK
Ayni noktadan ayni anda cikan iki aracin hizlari v;(t) = 2t ve v,(t) = t* olsun.

ilk iki saniyenin sonunda araclar arasindaki mesafeyi bulalim.

2

[0,2] araliginda 2t > t* oldugundan birinci ara¢ éndedir: f (2t — t*) dt.
0

4 — birim bulunur.

W
[OSIN N

Uygulama: parabol bicimli kemer

Kopru ve kapi kemerlerinin birgcogu parabol bicimindedir; parabol, yuki kemer boyunca dengeli dagitir.
Kemerin altindaki a¢ikhidin alani, parabolin yatay eksenin Ustlinde kalan kisminin integraliyle bulunur.

¢ ORNEK
Bir kemer y = 4 — x? parabolliyle modelleniyor; birimler metredir.

Kemerin altindaki acikligin alanini bulalim.

2
Parabol yatay ekseni x = + 2 de keser: A = [ (4 — x?)dx.
=)

A= 3—32, yaklasik 10,67 metrekaredir.

Bu alan, kemerin igine yerlestirilebilecek en biyuk dikddrtgenden de, kemeri ¢cevreleyen dikddrtgenden
de farkhdir; cevreleyen dikddrtgenin alaninin tam dgte ikisidir.

o HAP BILGI
Giindelik hayatta

Alti dliz, Ustl y = 1 — x? metre biciminde kemerli bir pencerenin cami x = —1 ile x = 1 arasindadir.

1
Caminalani f (1 —x*)dx = g metrekare olur.
-1

Alan hesabinin adimlari

Alan sorularinda asagidaki adimlar sirayla izlenirse hata olasiligi ¢cok azalir ve hicbir parca atlanmaz:
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Adim islem

1 Bolgeyi kabaca ciz

2 Kesisim ve eksen kesim noktalarini bul

3 Her parcada hangi egrinin Ustte oldugunu belirle
4 Her parcga icin Ust eksi alt integralini kur

5 integralleri hesapla ve topla

Kaba bir ¢izim ¢cogu hatayi daha baslamadan dnler: hangi egrinin Ustte oldugu ve bolgenin kag
parcadan olustugu ¢izimden hemen goralir.

Sinavda alan hesabi

B SINAVDA NASIL GIKAR
ileri diizeyde (AYT) alan sorulari; edri ile eksen arasi, iki edri arasi, parabol ile dogru arasi,
parametreli alan ve grafikten alan okuma biciminde karsina cikabilir.

Bazi sorularda alanlar verilir ve belirli integralin degeri istenir; bu durumda eksenin altindaki
alanlar eksi isaretle alinir.

Soruda grafik verilmisse alanlari dogrudan integral degerlerine cevir: eksenin Ustl arti, alti eksi. Grafik
verilmemisse dnce kesisim noktalarini bul ve kaba bir ¢izim yap.

Sik yapilan hatalar
Hata Dogrusu
Negatif integrali alan saymak Mutlak deger alinir
Eksenin iki yaninda tek integral Aralik balunur
Alt eksi Uist almak Ust eksi alt
Kesisim noktalarini bulmadan sinir secmek Sinirlar kesisimlerdir
Egriler yer degistirince tek integral Her parca ayri
Alani negatif yazmak Alan her zaman pozitiftir

Alan hesabinin sonunda sonucu bir tahminle karsilastir: bolge yaklasik hangi dikdortgenin igine sigiyor?
Sonuc o dikdortgenin alanindan blyUlkse ya da negatifse bir yerde hata vardir.

< Hap bilgi 6zeti

o Fonksiyon pozitifse alan, belirli integraldir.

Negatif parcalarda integralin mutlak degeri alinir.
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e Eksenin altinda kalan bdlgenin alani, belirli integralin mutlak degeridir; alan hi¢cbir zaman
negatif olmaz.

b
e iki egri arasindaki alan f (f(x) - g(x)) dx olur; burada f Ustteki, g alttaki egridir.
a

° Kapali bdlgenin sinirlari egrilerin kesisim noktalaridir.

Hangi egrinin Ustte oldugu, araliktan bir sayi segilerek belirlenir.

e Gundelik hayatta

Alti diiz, Ustli y = 1 — x? metre biciminde kemerli bir pencerenin camix = —lilex =1
arasindadir.

1
Caminalani f (1 —x?)dx = g metrekare olur.
=il

® Sik sorulanlar

Egri ile eksen arasindaki alan nasil bulunur?
Fonksiyon aralikta pozitifse alan belirli integraldir. Eksenin altina inen parcalarda integralin mutlak
degeri alinir.

iki egri arasindaki alan nasil bulunur?

Egrilerin kesisim noktalari bulunur, her aralikta Ustteki egriden alttaki ¢ikarilir ve bu farkin integrali
alinir.

Belirli integral ile alan neden farkli ¢cikabilir?
Belirli integral eksenin altindaki bélgeyi negatif sayar. Alan ise her pargay! pozitif sayar.

y = x ile y = x kare arasindaki alan kacgtir?
Egriler O ve 1 de kesisir; alan x eksi x karenin 0 dan 1 e integralidir ve 1 bolUu 6 dir.

Sinus egrisinin bir periyot boyunca altindaki alan kactir?

O ile 2 pi arasinda alan 4 birimkaredir; belirli integral ise O dir.

Dikey eksene gore alan ne zaman kullanilir?

Egriler x in y ye bagli fonksiyonlari olarak daha kolay yaziliyorsa integral y ye gore alinir: sagdaki
egriden soldaki ¢ikarilr.

Parabol ile dogru arasindaki alan nasil bulunur?

Parabol ile dogru esitlenerek kesisim noktalari bulunur. Bu noktalar arasinda dogru Ustteyse dogru
eksi parabolilin integrali alinir.

@ ahmetcelen.com.tr - Egitime Bir Tik Katki AC-050 - Surim 1.0 - Sayfa 12/ 14


https://ahmetcelen.com.tr/?utm_source=pdf&utm_medium=pdf&utm_campaign=ac-050
https://ahmetcelen.com.tr/d/ac-050/1-0/

Alan neden negatif olamaz?

Alan bir bayukluktar ve her zaman pozitiftir. Belirli integral negatif ¢ikiyorsa bolge eksenin
altindadir ve alan icin mutlak deger alinir.

Egriler aralikta yer degistirirse ne yapilir?

Aralik kesisim noktalarindan bollnur; her parcada hangi edri Ustteyse ondan alttaki cikarilir ve
parcalarin alanlari toplanir.

v= Kontrol listesi

Egri ile yatay eksen arasindaki alani hesaplayabiliyorum.

Eksenin altinda kalan bdlgenin alanini bulabiliyorum.

Eksenin iki yanina yayilan bdélgeyi parcalara ayirabiliyorum.

iki egri arasindaki alani (ist eksi alt integraliyle bulabiliyorum.

Kesisim noktalarini bulup integralin sinirlarini belirleyebiliyorum.
Egrilerin yer degistirdigi durumlari ayri hesaplayabiliyorum.

Dikey eksene gore alan hesaplayabiliyorum.

Ustel, logaritmik ve trigonometrik egrilerin altindaki alani bulabiliyorum.

Parametreli alan sorularini ¢ézebiliyorum.

O 000000000

Alan hesabini hiz ve kemer gibi uygulamalarda kullanabiliyorum.

Bu belge hakkinda. Bu PDF, ahmetcelen.com.tr'deki integral ile Alan Hesaplama yazisinin AC-050 kodlu belgesinin
1.0 strGmuddr.

Suriim gecmisi ve degisiklikler: ahmetcelen.com.tr/d/ac-050/. Glncel striimi ve bitiin konularin PDF'lerini
ahmetcelen.com.tr/pdf/ adresinde bulabilirsiniz. Elinizdeki dosyanin bizim yayimladigimiz striimle birebir ayni olup
olmadigini ahmetcelen.com.tr/d/ adresinde denetleyebilirsiniz; dosya cihazinizdan disari génderilmez.
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