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Integralde Degisken Degistirme Yontemi

Degisken degistirme, karmasik gorinen bir integrali yeni bir degisken tanimlayarak tablodaki basit bir
integrale donustirme yontemidir. Zincir kuralinin tersidir ve integrali alinan fonksiyonda bir ic
fonksiyon ile onun tlrevi birlikte bulundugunda kullanilir. Bu yazida yontemin zincir kuraliyla iliskisini,
adimlarini, dogru yeni degiskeni secmeyi, katsayi ayarlamayi, kok, kesir, Ustel, logaritmik ve
trigonometrik integrallerde kullanimi, dogrusal i¢ fonksiyonlari, belirli integralde sinirlarin
dondsturidlmesini, eski degiskeni yeni degiskenle ifade etmeyi ve yontemin sinirlarini ¢ézamlu
orneklerle ele aliyoruz.
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Degisken degistirme nedir?

@ ONCE SUNLARI BiL
Bu yaziy1 daha rahat anlamak icin zincir kuralini ve temel integral kurallarini biliyor olman yeterli.

Temel bilgiler icin Bileske Fonksiyonun Tiirevi: Zincir Kurali ve Belirsiz integral Konu Anlatimi

yazilarina goz at.

S 2x(x* + 1)3 dx gibi bir integrali acarak hesaplamak mumkuindir ama uzundur; kuvvet bluyudikce
neredeyse imkansiz hale gelir. Degisken degistirme yonteminde icteki ifadeye yeni bir ad verilir ve
integral, tablodaki basit bir integrale dénusdar.

Kapaktaki 6grenciler kivrimli mavi seritleri ahsap bir gcer¢ceveden gegiriyor; gercevenin 6blr yanindan
seritler diiz olarak ¢ikiyor. Degisken degistirme de bdyle bir donlstimdur: karmasik goériinen integral,
yeni degiskenin gercevesinden gecince diz ve tanidik bir bicim alir.

Zincir kuralinin tersi

Zincir kuralina gore F(g(x)) in tirevi F'(g(x)) - g'(x) tir. F = f yazilirsa bu esitlik tersten okunarak bir
integral kurall verir:

f f(g(x)-g(x)dx = F(g(x)) + C

Yani integrali alinan ifadede bir i¢ fonksiyon g(x) ve onun tlrevi g'(x) ¢arpan olarak birlikte
bulunuyorsa, integral dis fonksiyonun ters tirevinin i¢ fonksiyonda hesaplanmasiyla bulunur. Degisken
degistirme, bu kurali sistemli uygulamanin yoludur.
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@ HAP BILGI
ic fonksiyon ile tiirevi birlikte gdriiniiyorsa degdisken degistir.

Yontem, zincir kuralini tersten okumaktir.

dx ve du nin anlami

integraldeki dx, degiskendeki cok kiigiik bir degisimi temsil eder. u = g(x) secildiginde x ¢ok az
degisirse u yaklasik g'(x) kati kadar degisir; bu yliizden du = g'(x) dx yazilir. Bu esitlik, integraldeki
g'(x) dx carpiminin tamamen du ile degistirilebilecegini soyler.

Bu bakis, yontemin neden tirevi integralde bulunan ifadelerde isledigini aciklar: tirev carpani ile dx
birlikte du ya donusUr ve integralde yalnizca u kalir. Tlrev ¢carpani yoksa dx tek basina du ya
cevrilemez.

o HAP BILGI

Gilindelik hayatta

Degisken degistirmek birim degistirmeye benzer: bir yol kilometre yerine metreyle olculirse her
kilometre 1000 metre sayilir.

du = g'(x) dx esitligi de iki degisken arasindaki bu dontisim katsayisidir.

Yontemin adimlari

Degisken dedistirme, hangi integral olursa olsun ayni bes adimda yapilir. Adimlarin her biri kisa bir
islemdir ve sirasi her integralde aynidir:

Adim islem

1 ic fonksiyonu u olarak se¢

2 Tarevini al: du = u' dx

3 integrali tamamen u ve du ile yaz
4 Yeni integrali hesapla

5 u yerine eski ifadeyi yaz

Uclincii adimda integralde x kalmamalidir. Hala x kaliyorsa ya u yanlis secilmistir ya da x in u cinsinden
yazilmasi gerekir.

ilk 6rnek

Yontemin adimlari, acarak da hesaplanabilen bir integralle izlenirse neyin neden yapildigi daha iyi
gériliir. Burada icteki ifade x + 1, onun tiirevi olan 2x ise integralde carpan olarak zaten bulunuyor.
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2 ORNEK
[ 2x(x% + 1)’ dx integrali verilsin.

Degisken degistirerek hesaplayalim.
4
u = x? + 1 segilirse du = 2x dx olur ve integral [ u®du = “I + C ye donUsdr.

. (x2+1)4
u yerine yazilinca sonug Y + Colur.

L 4x2+1)%-2 - g
Sonucun tlrevi zincir kuraliyla %C = 2x(x? + 1)3 verir; integral dogrudur.

Dogru v yu segmek

Degisken degistirmenin en 6nemli ve en ¢ok deneyim isteyen adimi u nun sec¢imidir. Genel kural sudur:
tlrevi integralde carpan olarak bulunan i¢ ifade u segilir. Bu ifade ¢cogu zaman bir parantezin, bir
kokun, bir paydanin ya da bir Ussun igindedir.

integralde gériilen Secilecek u
(x> +1)" vex X +1
2 2
x*+4 vex x“+4
2
e~ ve x x?
1
Inx ve - Inx
X
sin"x ve cosx sinx

Secim yanligsa Uc¢lincl adimda x ler temizlenmez ve integral daha karmasik hale gelir. Bu durumda
baska bir u denenir; ydntem deneme gerektirir ama dogru secim genellikle ilk bakista goruldr.

@ HAP BILGI
Tlrevi integralde carpan olarak bulunan i¢ ifade u secilir.

Katsayiyr ayarlamak

ic fonksiyonun tiirevi integralde tam olarak degil, bir sabit katsay! farkiyla bulunuyorsa integral yine
degisken degistirmeyle alinir. Eksik ya da fazla sabit, integralin disinda diizeltilir.

¢ ORNEK
S x(x% + 1)’ dx integrali verilsin.

Dedisken degistirerek hesaplayalim.

- . d . 6
u = x*+1icin du = 2xdx, yani xdx = 7“ olur; integral ;fus du = % + C olur.

x2+1)°
12

Sonug + C dir.
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A DIKKAT
Eksik olan bir degiskeni disaridan eklemeye calismak.

Sabit bir katsay! integralin disina alinip dizeltilebilir, ama eksik bir x ¢carpani diizeltilemez.
S+ 1)’ dx integralinde x carpani olmadidi icin bu degisken degistirme ise yaramaz; bu integral
acllarak hesaplanir.

@ HAP BILGI
ic fonksiyonun tiirevi yalniz bir sabit farkiyla bulunuyorsa eksik sabit integralin disinda diizeltilir.

Eksik bir x carpani ise bu yolla dizeltilemez.

Kok iceren integraller

Kok icindeki ifade u segilir; kok, u nun kesirli kuvvetine dénusur ve kuvvet kuraliyla integrali alinir.
Sonug yeniden kdk bigciminde yazilabilir.

¢ ORNEK
J x\[x>+ 4 dx integrali verilsin.

Degisken degistirerek hesaplayalim.
2 ) du s 1 1/2 1 2 3/2
u=x"+4icin xdx = > olur; integral Efu du = S 3Y olur.

(x2+4)°/2

Sonug + C dir.
Paydada karekok

Kesrin paydasinda bir karekok, payinda da kokun i¢ ifadesinin tlrevi varsa kok ici u secilir. Kesir
béylece u~'/2 biciminde bir kuvvete déniisiir ve kuvvet kuraliyla integrali alinir.

¢ ORNEK
J —— dx integrali verilsin.

NeEa
Degisken degistirerek hesaplayalim.

9 B 0 1 1
u = x? + 1 igin integral Efu—“zdu == 2ul’/2 olur.

Sonug /x2+1 + Cdir.

Paydada kuvvet

Kesrin paydasinda bir ifadenin kuvveti, payinda da o ifadenin tlrevi varsa, ifade u secilir ve kesir
negatif Usll bir kuvvete donlsdr.
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¢ ORNEK

S —(xzil)z dx integrali verilsin.

Degisken degistirerek hesaplayalim.
u = x? + 1icgin integral %j’u‘2 du = —2i + Colur.
u

1

Sonug R + C dir.
X
Pay paydanin tirevi

Payi paydanin tirevine esit olan kesirler degisken degdistirmenin 6zel ve ¢cok sik gorilen bir durumudur.

Payda u secilince integral [ & olur ve sonu¢ dogal logaritmadir.
u

¢ ORNEK

3x? . . _
J —— dx integrali verilsin.
x> +1

Degdisken degistirerek hesaplayalim.

u = x>+ 1igin du = 3x?dx olur ve integral [ & In | u| + Cye donusdr.
u

SonugIn | x*+1| + Cdir.

Bu kalip genel olarak f%dx =In | g(x) | + C biciminde yazilir ve logaritmik tirevin tersidir.
8(x

Ustel integraller

Ussiinde bir ifade bulunan Ustel fonksiyonlarda Usteki ifade u secilir; istel fonksiyon tiirevde de
integralde de bicimini korudugu icin bu secim hesabi cok kisaltir. Ussiin tiirevi integralde carpan olarak
bulunuyorsa integral [ e*du = e* + C ye donusir.

¢ ORNEK

[ xe* dx ve f%dx integralleri verilsin.

Dedisken degistirerek hesaplayalm.

o d x .
Birincide u = x2 ve xdx = ?u olur; sonug % + Cdir.

ikincide u = J= Ve j—; = 2du olur; sonug 2eV* + C dir.

Ustel kesir

Paydasinda Ustel bir ifade bulunan bazi kesirlerde pay, paydanin tlirevine esittir. Bu durumda payda u

secilir ve sonug logaritma olur.
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¢ ORNEK
[ = dx integrali verilsin.
eX+1
Degisken degistirerek hesaplayalim.
u =e* + 1icin du = e*dx olur ve integral fd—u ya donusur.
u

Sonug In(e* + 1) + C dir; e* + 1 her zaman pozitif oldugu igin mutlak degere gerek yoktur.

Logaritmik integraller
integralde Inx ile birlikte ! carpani gorulliyorsa u = Inx secilir; clinkl du = & tir. Bu secim logaritmayi
X X

basit bir degiskene ¢evirir.
2 ORNEK
Inx 1 . . g
dex ve fmdx integralleri verilsin.

Degisken degistirerek hesaplayalim.

2 2
Birincide u = Inxile fudu = ”? olur; sonug @ + C dir.

ikincide ayni segimle fﬂ olur; sonug In | Inx | + C dir.
u

Trigonometrik integraller

Sinls ve kosinus, isaret disinda birbirinin tlirevi oldugu icin trigonometrik carpimlarda degisken
degistirme ¢ok sik kullanilir. Kuvveti olan fonksiyon u segilir, digeri tirev olarak du yu olusturur.

¢ ORNEK
[ sinxcosx dx ve [ sin*xcosx dx integralleri verilsin.
Degisken degistirerek hesaplayalim.
. .. ... . sin’x
u = sinx igin du = cosx dx olur; birincisi — + C olur.

sin

5
Sx + C olur.

Ayni secimle ikincisi [ u*du =

COS2x

+ C bulunur. iki sonug farkli gériinir

Birinci integral ésian in integrali olarak da hesaplanabilir ve —

sin?x 1 —cos2x

= tir.
4

ama yalnizca sabitleri farklidir; ¢iinku

Kosiniisiin kuvveti
KosindsUn kuvveti ile sintistin carpiminda u = cosx secilir. Bu kez du = —sinx dx oldugu icin integralin

onlne bir eksi isareti gelir.
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¢ ORNEK
J cosxsinx dx integrali verilsin.

Degisken degistirerek hesaplayalim.

4
o . . . u
u = cosx i¢in sinx dx = —du olur ve integral — fu®du = ——olur.

4
Sonug —CO: ~ + Cdir.

Tanjantin integrali

Tanjant, sindistin kosinuse bélumudir ve paydaki sinUs, paydadaki kosindstn tlrevinin eksisidir; bu
g6zlem tanjantin integralini tek adimda verir. Bu ylizden payda u secilince integral logaritmaya donusur.

2 ORNEK
J tanx dx integrali verilsin.

Degisken degistirerek hesaplayalim.

sinx .. q
tanx = — ve U = Cosx ICIN du = —sinx dx olur.
cosx

. d
Integral —f;u = —In| cosx | + Colur.

Acininicinde ifade

Trigonometrik fonksiyonun icinde x? gibi bir ifade bulunuyorsa ve bu ifadenin tiirevi ¢carpan olarak
varsa, acl u secilir. Boylece fonksiyon temel tablodaki sinlis ya da kosinds integraline doner.

2 ORNEK
J 2xcos(x?) dx integrali verilsin.

Degisken degistirerek hesaplayalim.
u = x? icin du = 2x dx olur ve integral f cosu du ya dénusdr.

Sonug sin(x?) + C dir.

Dogrusal i¢c fonksiyon

ic fonksiyon ax + b bicimindeyse tiirevi sabit bir sayi olan a dir ve integralde carpan olarak
bulunmasina gerek yoktur. Bu ylizden degisken degistirme her zaman isler ve sonug, dis fonksiyonun

integralinin a ya bolinmesidir.

2 ORNEK
S (3x —1)*dx ve [ cos(2x + 1) dx integralleri verilsin.

integralleri hesaplayalim.

(3x—
15

5
D + C dir.

S d
Birincide u =3x—1vedx = ?u olur; sonug

ikincide u = 2x + 1 ve dx = d?” olur; sonug Sm(zz“) + C dir.
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Belirli integralde sinirlari doniistirmek
Belirli integralde degisken dedistirilirken sinirlar da yeni degiskene gore yazilir; her sinir u nun
taniminda yerine konarak yeni sinir bulunur. Boylece sonug¢ eski degiskene dénmeden, dogrudan yeni

sinirlarla hesaplanir.

2 ORNEK

1

fxex2 dx integrali verilsin.
0

Degisken degistirerek hesaplayalim.
1
u=x*icinx=0dau=0, x=1deu =1 olur; integral %fe“ du ya donusdir.
0

—1
Sonug <— olur.
2

2 ORNEK
/2

J sinxcosx dx integrali verilsin.
0

Sinirlari donustlrerek hesaplayalim.

. o e T
u=s1nx|c;|nx=0dau=0,x=zdeu=1qur.

1
. 1
Integral fudu = 5 olur.
0

@ HAP BILGI
Belirli integralde u secilince eski sinirlar u nun taniminda yerine konur ve yeni sinirlar bulunur.

Degisken degistirmeyle belirli integral
Logaritma veren kaliplar belirli integralde de sik kullanilir. Sinirlar dénustirildikten sonra sonug
logaritmalarin farki olarak yazilir ve logaritma kurallariyla sadelestirilir.

¢ ORNEK

2 X

J —— dx integrali verilsin.
0 x2+1

integrali hesaplayalim.

5
u = x? + 1icin sinirlar 1 ve 5 olur; integral éj’ﬂ ya donusur.
1 u

Sonuc é(lns —Inl) = 1%5 olur.

Sinirlari donistirmemek

Belirli integral icin ikinci bir yol da vardir: belirsiz integral dnce degisken degistirilerek bulunur, eski
degiskene geri déniiliir ve eski sinirlar kullanilir. iki yol da ayni sonucu verir; nemli olan ikisini

karistirmamaktir.
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A DIKKAT
Degisken degistirip eski sinirlari yeni degiskenle kullanmak.

1
fxex2 dx integralinde u = x? yazildiktan sonra sinirlar 0 ve 1 olarak kaldi; burada bu tesadifen
0

2
dogrudur. Ama érnegin [ 2x(x* + 1)’ dx te yeni sinirlar 2 ve 5 tir; eski sinirlar kullanilirsa sonug
1

yanlis cikar.

625 —16 609
= — dur.

5
Bu integralin dogru dederi f u®du = " "

2

Eski degiskeni yeni degiskenle yazmak

Bazen u segildikten sonra integralde hala x kalir. Bu durumda x, u cinsinden yazilir ve integral
tamamen yeni degiskene cevrilir. Yontem 6Ozellikle kdk i¢cinde dogrusal bir ifade bulundugunda ise
yarar.

¢ ORNEK

2

J xy/x =1 dx integrali verilsin.

1

Dedisken degistirerek hesaplayalm.

u=x-—1icin x = u+ 1 ve du = dx olur; sinirlar 0 ve 1 dir. integral
1 1

S+ Du?du= f@?'?+ut'?)duolur.

0 0

2 16
+ = = — bulunur.
3

2
5 15

Sonucvu tirevie denetlemek

Degisken degdistirmenin sonucu her zaman tlrev alinarak denetlenebilir. Tlrev alinirken zincir kurali i¢
fonksiyonun tlrevini geri getirir ve integrali alinan ifade yeniden ortaya cikar.

¢ ORNEK

3/2

(x*+4) AR
X\/x? +4 dx = ——— + C sonucu verilsin.
f 3
Sonucu turevle denetleyelim.
. 1 3
Turev T E(x2 +4)'%. 2x olur.

Sadelesince x,/x2+4 kalir; sonug dogrudur.

Yontemin sinirlan

Degisken degistirme her integrali ¢dzmez. Yontemin islemesi icin i¢ fonksiyonun tlrevinin, bir sabit
carpan disinda, integralde bulunmasi gerekir. Ornegin jex2 dx integralinde x carpani olmadigi icin
u = x? secimi sonug vermez; bu integralin ters tlrevi temel fonksiyonlarla yazilamaz.
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Lise duzeyindeki sorular, ydontemin isleyecedi bicimde secilir. Bir degisken degdistirme sonug

vermiyorsa once baska bir u denenir; hala olmuyorsa acma, terimlere ayirma ya da 6zdeslik gibi diger

yontemlere dondlir.

Kaliplarin 6zeti
integral bigimi
Jg'g dx
S £ dx
g
S e8g dx
S cos(g)g' dx

J sin(g)g' dx
S flax + b)dx

Sonug

n+1
g

+C

n+1

In|g| +C
es+C
sin(g) + C

—cos(g) + C

F(ax +b) +C

a

Tablodaki her satir, temel bir integral kuralinda x yerine g(x) yazilmis ve tirevi g'(x) ¢carpan olarak

eklenmis halidir. Bu tabloyu tanimak, ¢cogu soruda u yazmadan dogrudan sonuca gitmeyi saglar.

Sinavda degisken degistirme

B SINAVDA NASIL CIKAR

ileri diizeyde (AYT) degisken degistirme; kuvvet, kok, Ustel, logaritmik ve trigonometrik integraller

ve belirli integralde sinir donistirme bigiminde karsina gikabilir.

Sorular cogu zaman tablodaki kaliplardan birine indirgenecek bicimde segilir.

Soruda bir i¢c fonksiyon ve yaninda onun tlirevine benzeyen bir carpan goérdiginde hemen dedisken

degistirmeyi dusln. Belirli integralde sinirlari dontstirmeyi unutma ya da eski degiskene geri donlp

eski sinirlari kullan.

Sik yapilan hatalar

Hata

dx i du ya cevirmemek

Katsaylyl ayarlamayi unutmak

Eksik x ¢arpanini eklemek

Belirli integralde eski sinirlari kullanmak
Sonugta u yu birakmak

Jtanxdx = In | cosx|

Dogrusu

du = u'dx yazilir

Eksik sabit disarida diizeltilir
Degisken duzeltilemez
Sinirlar dontstaraltr

Eski degiskene donuldr

—In|cosx | +C

Degisken degistirmenin sonucu, tipki diger integrallerde oldugu gibi, tlrev alinarak denetlenir. Tlrev

alinirken zincir kurali i¢ fonksiyonun tlrevini geri getirmelidir.

@ ahmetcelen.com.tr - Egitime Bir Tik Katki

AC-049 - Strim 1.0 - Sayfa 11 /14


https://ahmetcelen.com.tr/?utm_source=pdf&utm_medium=pdf&utm_campaign=ac-049
https://ahmetcelen.com.tr/d/ac-049/1-0/

< Hap bilgi 6zeti

o ic fonksiyon ile tiirevi birlikte gériiniiyorsa degisken degistir.

Yontem, zincir kuralini tersten okumaktir.

e Glindelik hayatta

Degisken degistirmek birim degistirmeye benzer: bir yol kilometre yerine metreyle dlcullrse
her kilometre 1000 metre sayilir.

du = g'(x) dx esitligi de iki degisken arasindaki bu dontisiim katsayisidir.
e TUrevi integralde carpan olarak bulunan i¢ ifade u secilir.

o ic fonksiyonun tiirevi yalniz bir sabit farkiyla bulunuyorsa eksik sabit integralin disinda
duzeltilir.

Eksik bir x ¢carpani ise bu yolla dizeltilemez.

e Belirli integralde u secilince eski sinirlar u nun taniminda yerine konur ve yeni sinirlar bulunur.

@ Sik sorulanlar

Degisken degistirme yontemi nedir?
integraldeki bir ic fonksiyona yeni bir degisken adi verilerek integralin basit bir bicime
donustirtlmesidir. Zincir kuralinin tersidir.

u nasll segilir?
Tirevi integralde carpan olarak bulunan i¢ ifade secilir. Bu ifade genellikle bir parantezin, kokin,
paydanin ya da UssUn icindedir.

Katsay! eksikse ne yapilir?

Eksik olan sabit bir saylysa integralin disinda dizeltilir. Eksik olan bir dediskense bu degisken
degistirme ise yaramaz.

Belirli integralde degisken degistirilirken sinirlar ne olur?
Sinirlar yeni degiskene gére yeniden yazilir. istenirse eski degiskene doniiliip eski sinirlar da

kullanilabilir.

tan x in integrali nedir?

Eksi In mutlak cos x arti C dir. Payda cos x segilerek degisken degistirmeyle bulunur.

In x b6l x in integrali nedir?

u esittir In x secilir ve sonuc In x in karesi bolt 2 arti C olur.
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Degisken degistirmenin sonucu nasil denetlenir?

Sonucun tdrevi zincir kuraliyla alinir. Turev, integrali alinan fonksiyona esitse sonu¢ dogrudur.

Her integral degisken degistirmeyle ¢6zllir mi?
Hayir. i¢ fonksiyonun tiirevi, bir sabit carpan disinda, integralde bulunmuyorsa yéntem ise
yaramaz. O zaman baska yontemler denenir.

Y= Kontrol listesi

Degisken degistirmenin zincir kuralinin tersi oldugunu aciklayabiliyorum.
Yoéntemin bes adimini uygulayabiliyorum.

Dogru yeni degiskeni secebiliyorum.

Eksik sabit katsayiyi ayarlayabiliyorum.

Kok ve kesir iceren integralleri ¢ozebiliyorum.

Ustel ve logaritmik integralleri dedisken degistirmeyle hesaplayabiliyorum.
Trigonometrik ¢arpimlarin ve tanjantin integralini bulabiliyorum.

Dogrusal i¢ fonksiyonlu integralleri hizla hesaplayabiliyorum.

Belirli integralde sinirlari donustirebiliyorum.

O 0 00000000

Eski degiskeni yeni degiskenle yazarak integral alabiliyorum.

Bu belge hakkinda. Bu PDF, ahmetcelen.com.tr'deki integralde Degisken Degistirme Yontemi yazisinin AC-049
kodlu belgesinin 1.0 strumudur.

Surim gecmisi ve degisiklikler: ahmetcelen.com.tr/d/ac-049/. Glncel stirimu ve butin konularin PDF'lerini
ahmetcelen.com.tr/pdf/ adresinde bulabilirsiniz. Elinizdeki dosyanin bizim yayimladigimiz sirtimle birebir ayni olup
olmadigini ahmetcelen.com.tr/d/ adresinde denetleyebilirsiniz; dosya cihazinizdan disari gonderilmez.
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