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Belirli integral Konu Anlatimi

Belirli integral, bir fonksiyonun iki sinir arasindaki toplam etkisini tek bir saylyla veren islemdir;
fonksiyon pozitifken egrinin altindaki alana esittir. Analizin temel teoremi sayesinde ters tlrevin iki
sinirdaki degerlerinin farkiyla hesaplanir. Bu yazida belirli integralin tanimini ve gosterimini, temel
teoremi, polinom, kok, Ustel, logaritmik ve trigonometrik fonksiyonlarin belirli integralini, belirli
integralin o6zelliklerini, parcall ve mutlak degerli integralleri, tek ve ¢ift fonksiyonlarda simetriyi, isaretli
alani, sinirlarla degisken degistirmeyi, Ust siniri degisken integralin tlrevini ve yer degistirme ile
toplam yol gibi uygulamalari ¢c6zUmlU 6rneklerle ele aliyoruz.
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Belirli integral nedir?

™ ONCE SUNLARI BiL
Bu yaziyl daha rahat anlamak icin belirsiz integral kurallarini ve integralin temel fikrini biliyor
olman yeterli.

Temel bilgiler icin Belirsiz integral Konu Anlatimi ve integral Konu Anlatimi yazilarina g6z at.

Belirsiz integral sonsuz sayida fonksiyondan olusan bir aile verir. Belirli integral ise iki sinir arasinda

b
hesaplanan tek bir sayidir ve [ f(x)dx biciminde yazilir. a alt sinir, b Ust sinirdir. Fonksiyon bu aralikta
a
pozitifse belirli integral, egrinin altinda ve yatay eksenin Ustitinde kalan bolgenin alanina esittir.
Kapaktaki 6grenciler iki sinir diregi arasinda kalan boélgeyi egrinin altina kadar seritlerle dolduruyor.
Direklerin disindaki bolge hesaba katilmiyor. Belirli integral, direkler arasindaki bu seritlerin toplam
alanidir ve seritler inceldikge tam degere ulasilir.

Belirsiz ve belirli integral farki

iki kavram ayni isareti kullanir ama farkli seyler verir. Belirsiz integral [ f(x) dx bir fonksiyon ailesidir ve
b

sonucunda +C bulunur. Belirli integral f f(x) dx ise sinirlari olan tek bir sayidir.
a

Aralarindaki bag temel teoremdir: belirli integrali hesaplamak icin belirsiz integralden bir liye segilir ve
iki sinirdaki deg@erleri ¢ikarilir. Hangi Uyenin secildigi 6nemli degildir; ¢linku sabitler ¢cikarma isleminde
birbirini gotardr.
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Tanim: dikdortgen toplamlarinin limiti
[a, b] aralidi n esit parcaya bollnir ve her parcada yulksekligi fonksiyon degeri olan bir dikdortgen
n
cizilir. Dikdortgenlerin alanlari toplami Y, f(x;) Ax tir. Parga sayisi sonsuza giderken bu toplamin limiti

k=1
belirli integrali verir.

2 ORNEK
f(x) = x fonksiyonu [0, 1] araliginda verilsin.

Sag uc toplamlarinin limitini bulahm.

v 1(1 2 n n+1
n parcada sag ug toplami —(— +-4+ - + —) = olur.
n\n n

n 2n

n sonsuza giderken limit i dir; bu, dik kenarlari 1 olan ti¢cgenin alanidir.

Tanim, belirli integralin bir alan oldugunu aciklar ama hesap i¢in uzundur; her fonksiyon icin ayri bir
toplam formdili ve limit gerekir. Pratikte temel teorem kullanilir ve tanim yalnizca kavrami anlamak igin
akilda tutulur.

Analizin temel teoremi

f fonksiyonu [a, b] araliginda stirekli ve F onun bir ters tlrevi olsun. Belirli integral, ters tlirevin Ust
sinirdaki degerinden alt sinirdaki degerinin ¢ikariimasiyla bulunur:

b
ff(X) dx = F(b) — F(a)

Hesapta ara adim genellikle kdseli parantezle gdsterilir: [F(x)]b = F(b) — F(a). Belirli integralde
a
integral sabiti yazilmaz; iki degerin farki alinirken sabit sadelesir.

@ HAP BiLGI
Once ters tiirev, sonra st sinir eksi alt sinir.

Belirli integralin sonucu bir sayidir, C yazilmaz.

Temel teoremin sezgisi

Temel teorem neden dogrudur? F nin turevi f oldugu icin f, F nin deg@isim hizidir. Bir niceligin degisim
hizi bir aralik boyunca toplanirsa, niceligin o araliktaki toplam degisimi elde edilir. Bu toplam degisim de
F(b) — F(a) dir.

Gunluk bir drnekle: bir aracin hizi her an biliniyorsa, hizlarin ki¢lik zaman araliklariyla ¢carpilip
toplanmasi alinan yolu verir. Ayni yol, kilometre sayacinin baslangic¢ ve bitisteki degerlerinin farkidir.
Temel teorem, bu iki hesabin her zaman ayni sonucu verdigini soyler.
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Sabit fonksiyonun integrali

Sabit bir fonksiyonun grafigi yatay bir dogrudur ve iki sinir arasinda altinda kalan bdlge bir
dikdortgendir. Belirli integral bu dikddrtgenin alanini, yani ylkseklik ile genisligin carpimini verir.

¢ ORNEK
4

J 3dx integrali verilsin.
1

integrali iki yoldan hesaplayalim.
Temel teoremle [3x]‘1‘ =12—-3=9olur.

Geometriyle ylksekligi 3, genisligi 3 olan dikdértgenin alani 9 dur.

Polinomlarin belirli integrali

Polinomlarda ters tirev terim terim bulunur, sonra iki sinir ayri ayri yerine yazilr ve farklari alinir.
Sinirlardan biri sifir oldugunda o kismin degeri cogu zaman sifir ¢ikar ve hesap kisalir.

¢ ORNEK

2

J (3x? — 2x) dx integrali verilsin.

1

integrali hesaplayalim.

Ters tiirev x* — x? dir: [x* — xz]f =8-4)-(1-1).

Sonug 4 tir.

¢ ORNEK
1

S (x+ 1)* dx integrali verilsin.
0

integrali hesaplayalim.

(x+1)°

. . 8 1
Ters turev tar: 1T

7
Sonug 3 olur.

Kok ve kesir iceren integraller
Kok ve paydada x bulunan terimler dnce UslU bigcimde yazilir, ters tlrev bulunur ve sinirlar yerine konur.

Sinirlarin tam kare olmasi hesabi kolaylastirir.
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¢ ORNEK
4

1 . . o
J — dx integrali verilsin.
1

integrali hesaplayalim.
x~1/2 nin ters tiirevi 2\/7,' tir: [2\/73 ]‘1‘ =4-2,

Sonug 2 dir.

Ustel ve logaritmik integraller

Ustel ve logaritmik fonksiyonlarda sinirlar cogu zaman In2 ya da e gibi secilir; bdylece ters tiirevin
degerleri basit sayilar ¢ikar.

¢ ORNEK

In2 621

J e*dx ve [ -dx integralleri verilsin.
0 1 X

integralleri hesaplayalim.
Birincisi M2 — e =2 —1 =1 olur.

ikincisi Ine2 — In1 = 2 olur.
" ! -1
Ussiinde katsayi bulunan fonksiyonlarda katsayi bélen olarak gelir: [ e**dx = — dir.
0

Trigonometrik integraller

Trigonometrik belirli integrallerde sinirlar genellikle radyan cinsinden 6zel acilardir. Ters tlirev
bulunduktan sonra 6zel acllarin sinds, kosinls ve tanjant degerleri kullanilir.

¢ ORNEK

/2 /4
J sinxdxve [
0 0

dx integralleri verilsin.
cos2x

integralleri hesaplayalim.
Birincisi —cosg + cosO = 1 olur.

ikincisi tang —tan0 = 1 olur.

Kosinusun [0, ] araliindaki integrali ise sinz — sin0 = 0 dir; araligin ilk yarisindaki pozitif alan, ikinci
yarisindaki negatif alanla tam olarak dengelenir.

Kare trigonometrik integral

SinUs karesi gibi ifadelerin belirli integrali kuvvet azaltma formdldyle alinir. Sinirlar bir periyodun katiysa
trigonometrik terim ¢ogu zaman sifira gider ve sonug basit ¢ikar.
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¢ ORNEK

/e
[ sin’x dx integrali verilsin.
0

integrali hesaplayalim.

1 —cos2x sin2x

sin’x =

tir.

oldugundan ters tiirev E -

Sinirlar yerine yazilinca 7—; —-0= g bulunur.

Geometriyle hesaplanan integral

Ters tlirevi kolayca bulunamayan ya da hi¢ bulunamayan bazi integraller, grafigin bilinen bir geometrik
sekil oldugu fark edilerek hesaplanir. Yarim ¢cember bunun en bilinen érnegidir.

¢ ORNEK

2

J A/F=Xx2 dx integrali verilsin.

-2

integrali geometriyle bulalim.
Yy =4/4 — x? nin grafigi yaricapi 2 olan gemberin Ust yarisidir.

: L .22
integral yarim dairenin alanidir: == = 27 olur.
2

Belirli integralin 6zellikleri

Belirli integralin 6zellikleri, alanin ve toplamanin dogal 6zelliklerinden gelir ve ezberlenmesi kolaydir. Bu
Ozellikler hesaplari kisaltir ve sinirlarla ilgili sorularin temelini olusturur:

Ozellik Formiil

Esit sinirlar

7 fG)dx=0

Sinirlarin yer degistirmesi a b
yerdedis [f==/f
b a
Araligin bdlinmesi b ¢ y
g SI+lf=1f
Sabitle carpim b b
carp Jkf=k[ff
a a

Toplam

b b b
SUE+D=Sf+ /g

Araligin bolinmesi 6zelligi, b noktasi a ile ¢ arasinda olmasa da gecerlidir. Bu, isaretli alanin ve sinirlarin
yer degistirmesi kuralinin dogal sonucudur.
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o HAP BILGI

}f(x) dx = —}f(x)dx olur.
a b

}f(x)dx+ }f(x)dx = }f(x)dx olur.
a b a

Ozelliklerle hesap

Fonksiyonun kendisi verilmeden yalnizca bazi integral degerleri verildiginde, istenen integral
Ozelliklerle bulunur. Bu sorularda fonksiyonu bulmaya calismak gereksizdir; 6zellikler tek basina
yeterlidir.

¢ ORNEK

}f(x) dx = 5ve }f(x) dx = 2 olsun.
1 3

= o

1 3
f. [ fve f(2f(x)+1)dx degerlerini bulalim.
6 1
6 1
Aralik birlesimiyle [ f = 7, sinirlarin yer degistirmesiyle [ f = —7 olur.
1 6

3
Dogrusallikla2-5+4+ f1dx =10+ 2 =12 olur.
1

Sinirlarin yer degistirmesi

Alt sinir Gst sinirdan blylk oldugunda da temel teorem ayni bicimde uygulanir; sonug, sinirlari dogru

sirada olan integralin ters isaretlisi ¢ikar. Bu, soldan saga degil sagdan sola toplamanin isaretinin ters
olmasi demektir.

¢ ORNEK
0

J x dx integrali verilsin.
2

integrali hesaplayalim.
xz 0

[—] =0—2=-=2olur.
2 12

2
Sonug, [/ xdx = 2 nin ters isaretlisidir.
0

Parcali fonksiyonlarin integrali

Parcali bir fonksiyonun integrali alinirken aralik, kuralin degistigi kritik noktalardan béltnur. Her parcada
o parcanin kuraliyla integral alinir ve sonuclar toplanir.
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2 ORNEK
x < licin f(x) = x%, x > 1icin f(x) = 2x — 1 olsun.

2
J f(x) dx integralini bulalim.
0

1 2
fxzdx=§ve S(2x—1)dx = xz—x]i = 2 olur.
0 1

Toplam §+ R= g bulunur.

Mutlak degerliintegraller

Mutlak degerli bir fonksiyonun integralinde dnce icteki ifadenin sifir oldugu, yani isaret degistirdigi
nokta bulunur. Aralik bu noktadan bollinur ve her parcada mutlak deger uygun isaretle aclilir.

2 ORNEK

3

J | x—1| dx integrali verilsin.
0

integrali hesaplayalim.
[0,1]de x—1| =1—x,[1,3]te x—1| = x—1 olur; integraller % ve 2 dir.

Sonug Z olur; grafikte bu, iki i¢cgenin alanlari toplamidir.

Tek ve ¢ift fonksiyonlarda simetri

Simetrik bir aralikta, yani [—a, a] araliginda integral alinirken fonksiyonun simetrisi isi ¢cok kisaltir ve
¢ogu zaman hesabi tamamen ortadan kaldirir. Tek bir fonksiyonun grafigi orijine gore simetrik oldugu
icin pozitif ve negatif alanlar birbirini gétirdr; ¢ift bir fonksiyonda ise iki yarinin integrali esittir.

Fonksiyon Simetrik aralikta integral
Tek: f(—x) = —f(x) T f=0
Gift: f(~x) = () Fr=2rf
—-a 0
2 ORNEK

2 1
J x3dx ve [ x?dx integralleri verilsin.
-2 -1

Simetriyle hesaplayalim.

x3 tek oldugundan birincisi 0 dir.

1
x? ¢ift oldugundan ikincisi 2 f x? dx = 2 olur.
0

@ ahmetcelen.com.tr - Egitime Bir Tik Katki AC-048 - Surim 1.0 - Sayfa8/15


https://ahmetcelen.com.tr/?utm_source=pdf&utm_medium=pdf&utm_campaign=ac-048
https://ahmetcelen.com.tr/d/ac-048/1-0/

@ HAP BILGI
Tek bir fonksiyonun [—a, a] arali§indaki integrali 0 olur.

Cift bir fonksiyonda bu integral, [0, a] araliindaki integralin iki katidir.

isaretli alan ve gercek alan

Fonksiyonun negatif oldugu araliklarda belirli integral negatif katki yapar. Bu ylizden belirli integral bir
alan degil, isaretli alandir. Gergek alan isteniyorsa fonksiyonun isaret degistirdigi noktalardan aralik
bollndr ve her parcanin mutlak degeri alinir.

o ORNEK
f(x) = x fonksiyonu [—1, 2] araliginda verilsin.

Belirli integrali ve grafikle eksen arasindaki gercek alani bulalim.

2
4 1 3
S xdx=-—-==olur.
e 2 2 2
0 2 1 S
Gercek alan | [ xdx | + [xdx=+2=:olur.
=il 0

Alan hesabinin biitiin durumlari integral ile Alan Hesaplama yazisinda.

Sinirlarla degisken degistirme

Belirli integralde degisken dedistirildiginde sinirlar da yeni degiskene gore yeniden yazilir; eski sinirlar
yeni degisken i¢in anlamsizdir. Béylece sonug¢ eski degiskene geri ddnmeden hesaplanir.

¢ ORNEK

1
S 2x(x* + 1)? dx integrali verilsin.
0

Degisken degistirerek hesaplayalim.
u=x*+1vedu=2xdxolur; x=0icinu=1, x =1icinu =2 dir.
16 -1

2
. 15
integral f u®du = —— = olur.
1

Yéntemin ayrintilari icin integralde Degdisken Degistirme Yontemi yazisina bakabilirsin.

= HAP BILGI
Belirli integralde degisken degistirilince sinirlar da yeni degiskene gore yeniden yazilir.

Ust siniri degisken integral

Ust sinin x olan bir integral, sinir degistikce degeri de degistigi icin x in bir fonksiyonudur. Temel
teoremin ikinci bigimine gore bu fonksiyonun tirevi, integrali alinan fonksiyonun Ust sinirdaki degeridir:

L7 st = o,
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¢ ORNEK

x 2

X
G(x) = [ (t*+1)dt ve H(x) = [ cost dt fonksiyonlari verilsin.
1 0
TUrevlerini bulalim.
G'(x) = x> + 1 olur.

Ust sinir x2 oldugundan zincir kuraliyla H'(x) = cos(x2) - 2x olur.

Limiti integrale cevirmek
Tanim tersten de kullanilabilir: bazi uzun toplamlarin limiti, bir belirli integral olarak taninir ve kolayca
hesaplanir. Toplam 12f<5) bigimindeyse limit, f nin [0, 1] araligindaki integralidir.

n n

¢ ORNEK
1 & [k
lim - ) (—)2 limiti verilsin.
=0 np—1\"

Limiti bulalim.

Toplam, f(x) = x? icin [0, 1] araligindaki sag uc toplamidir.

1
Limit f x2dx = golur.
0

Sinirda bilinmeyen

Belirli integralin degeri verilip sinirlardan biri bilinmeyen olarak sorulabilir. Ters tlrev sinirlarla
hesaplanir ve verilen degere esitlenir; ortaya ¢ikan denklem ¢oézalir.

¢ ORNEK
k

k> 0ve [2xdx =9 olsun.
0

k yi bulalim.
[xz]’; = k? oldugundan k* = 9 olur.

k > 0 oldugundan k = 3 bulunur.

Ortalama deger
b

Bir fonksiyonun [a, b] araligindaki ortalama dederi bi—aff(x) dx tir. Geometrik olarak bu, egrinin
a

altindaki alanla ayni alana sahip, tabani aralik olan dikdortgenin yuksekligidir.
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2 ORNEK
f(x) = sinx fonksiyonu [0, r] araliginda verilsin.

Ortalama degerini bulalim.

/9
S sinxdx = 2 dir.
0

Ortalama deger 3, yaklasik 0,64 olur.
w

integralleri karsilastirmak

Bir aralikta bir fonksiyon digerinden hep kli¢likse, o araliktaki integrali de kiguktur. Bu dzellik, integrali
hesaplamadan karsilastirma yapmayi saglar.

2 ORNEK
[0, 1] araliginda x? ile x fonksiyonlari verilsin.

integrallerini karsilastiralim.

1 1
Bu aralikta x* < x oldugundan f x*dx < J xdx olmaldir.
0 0

Gercekten é < %dir.

Uygulama: yer degistirme ve toplam yol

Hizin belirli integrali baslangi¢ ve bitis konumlari arasindaki farki, yani yer degistirmeyi verir; hareket
yonu degisiyorsa ileri ve geri hareketler birbirini goturir. Toplam yol ise hizin mutlak degerinin
integralidir.

2 ORNEK
Bir cismin hizi v(t) = t — 2 metre boll saniye olsun.

[0,4] araliginda yer degistirmeyi ve toplam yolu bulalim.

4 2
Yer degistirme [ (t —2)dt = % — 2t]3 = 0 olur; cisim basladidi yere doner.
0
4
Toplamyol f |t—2| dt =2+ 2 =4 metre olur.
0

Uygulama: enerji

Gug, enerjinin zamana gore degisim hizidir ve birimi kilovattir; bu ylizden giiciin zamana gore integrali
harcanan ya da Uretilen enerjiyi verir. Elektrik faturalarindaki kilovatsaat birimi de bu integralin
sonucudur.
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¢ ORNEK
Bir cihazin glict P(t) = 2t kilovat olsun; t saat cinsindendir.

ik Uic saatte harcanan enerijiyi bulalim.

3
Enerji f2tdt = |t*]> olur.
0 0

Harcanan eneriji 9 kilovatsaattir.

o HAP BILGI

Gundelik hayatta

Gucu 2 kilovat olan bir isitici 3 saat calisirsa harcanan eneriji 2 - 3 = 6 kilovatsaat olur.

Bu deger, glic zaman grafiginin altindaki alani, yani glicin zamana gore integralini gdsterir.

Sinavda belirli integral

B SINAVDA NASIL GIKAR

ileri diizeyde (AYT) belirli integral; temel teoremle hesap, 6zelliklerle hesap, parcali ve mutlak
degerli integraller, simetri, sinirda bilinmeyen ve Ust siniri degisken integralin tlirevi biciminde
karsina cikabilir.

Alan sorulari da belirli integralin dogrudan uygulamasidir.

Sinirlari yerlestirirken her zaman once Ust siniri yaz. Simetrik aralik goriyorsan 6énce fonksiyonun tek
ya da cift olup olmadigina bak; tek fonksiyonlarda sonu¢ hesap yapmadan sifirdir.

Sik yapilan hatalar
Hata Dogrusu
F(a) — F(b) yazmak F(b) — F(a)

Belirli integrale +C eklemek
Mutlak degeri agmadan integral almak
Degdisken degistirip sinirlari degistirmemek

isaretli alani gercek alan sanmak

Sonug bir sayidir
Aralik balunur
Sinirlar da donastardlir

Negatif parcalar ayri alinir

X2 2Y . 2
J tlrevinde zinciri unutmak F)-2x
0

Bu hatalarin cogu dikkat eksikliginden dogar. Hesaptan sonra sonucun isaretini grafikle karsilastirmak
iyi bir denetimdir: fonksiyon aralikta pozitifse integral de pozitif olmaldir.
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< Hap bilgi 6zeti

o Once ters tiirev, sonra st sinir eksi alt sinir.

Belirli integralin sonucu bir sayidir, C yazilmaz.

e }f(x) dx = —}f(x)dx olur.
a b

}f(x)dx+ }f(x)dx = }f(x)dx olur.
a b a

0 Tek bir fonksiyonun [—a, a] arali§indaki integrali 0 olur.

Cift bir fonksiyonda bu integral, [0, a] araliindaki integralin iki katidir.
o Belirli integralde degisken dedistirilince sinirlar da yeni degiskene goére yeniden yazilir.

e Gundelik hayatta

Gucu 2 kilovat olan bir isitici 3 saat calisirsa harcanan enerji 2 - 3 = 6 kilovatsaat olur.

Bu degder, glic zaman grafiginin altindaki alani, yani glicin zamana gore integralini gdsterir.

® Sik sorulanlar

Belirli integral nedir?
Bir fonksiyonun iki sinir arasindaki integralidir ve tek bir sayi verir. Fonksiyon pozitifken egrinin
altindaki alana esittir.

Belirli integral nasil hesaplanir?
Ters tlirev bulunur, Ust sinirdaki degerinden alt sinirdaki degeri ¢ikarilir. Bu, analizin temel
teoremidir.

Belirli integralde C neden yazilmaz?
Ust ve alt sinirdaki degerler cikarilirken integral sabiti sadelesir.

Tek fonksiyonun simetrik aralikta integrali kactir?

Sifirdir. Orijine gore simetrik grafikte pozitif ve negatif alanlar birbirini gotirr.

Mutlak degerli belirli integral nasil alinir?
icteki ifadenin isaret degistirdigi nokta bulunur, aralik béliiniir ve her parcada mutlak deger uygun
isaretle acilir.

Ust sinir1 x olan integralin tiirevi nedir?

integrali alinan fonksiyonun x teki degeridir. Ust sinir x yerine bir fonksiyonsa zincir kurali geregi o
fonksiyonun tureviyle ¢arpilir.
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Belirli integral ile alan ayni sey midir?
Fonksiyon aralikta pozitifse aynidir. Fonksiyon yatay eksenin altina iniyorsa belirli integral o bolgeyi
negatif sayar; gercek alan icin parcalar ayri alinir.

Belirli integralde sinirlar yer degistirirse ne olur?

Sonucun isareti degisir: b den a ya integral, a dan b ye integralin ters isaretlisidir.

Parcall fonksiyonun belirli integrali nasil alinir?

Aralik, kuralin degistigi noktalardan bollnUr; her parcada o parcanin kuralyla integral alinir ve
sonuclar toplanir.

Y= Kontrol listesi

Belirli integralin dikddrtgen toplamlarinin limiti oldugunu aciklayabiliyorum.
Temel teoremle belirli integral hesaplayabiliyorum.

Polinom, kok, Ustel, logaritmik ve trigonometrik integralleri hesaplayabiliyorum.
Belirli integralin 6zelliklerini kullanabiliyorum.

Parcali ve mutlak degerli fonksiyonlarin integralini alabiliyorum.

Tek ve cift fonksiyonlarda simetriyi kullanabiliyorum.

isaretli alan ile gercek alani ayirt edebiliyorum.

Sinirlarla degisken degistirebiliyorum.

Ust sinirt degisken integralin tiirevini bulabiliyorum.

O 000000000

Yer degistirme, toplam yol ve enerji problemlerini ¢ozebiliyorum.

Bu belge hakkinda. Bu PDF, ahmetcelen.com.tr'deki Belirli integral Konu Anlatimi yazisinin AC-048 kodlu belgesinin
1.0 strGmudr.

Surliim gecmisi ve degisiklikler: ahmetcelen.com.tr/d/ac-048/. Glincel slirimu ve butin konularin PDF'lerini
ahmetcelen.com.tr/pdf/ adresinde bulabilirsiniz. Elinizdeki dosyanin bizim yayimladigimiz striimle birebir ayni olup
olmadigini ahmetcelen.com.tr/d/ adresinde denetleyebilirsiniz; dosya cihazinizdan disari gdénderilmez.
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