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Belirsiz integral Konu Anlatimi

Belirsiz integral, tlrevi verilen bir fonksiyonun buttn ters tlrevlerinin ailesidir ve bir integral sabitiyle
yazilir. Turev kurallarinin tersten okunmasiyla hesaplanir ve sonucun tlrevi alinarak her zaman
denetlenebilir. Bu yazida ters tirev kavramini, integral sabitinin geometrik anlamini, temel integral
kurallarini, kuvvet kuralini kdk ve kesirlerle kullanmayi, acarak ve terimlere ayirarak integral almayi,
Ustel ve trigonometrik integralleri, 6zdesliklerle integrali, baslangic deger problemlerini, ikinci
tirevden fonksiyon bulmayi ve hareket ile maliyet uygulamalarini ¢6zimli 6rneklerle ele aliyoruz.
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Belirsiz integral nedir?

@ ONCE SUNLARI BiL
Bu yaziyl daha rahat anlamak icin tirev kurallarini ve integralin temel fikrini biliyor olman yeterli.

Temel bilgiler icin integral Konu Anlatimi ve Tiirev Alma Kurallari yazilarina géz at.

Turevi f olan her F fonksiyonuna f nin ters turevi denir. Bir fonksiyonun butin ters tlrevlerinin
olusturdugu aileye belirsiz integral denir ve [ f(x)dx = F(x) + C bigiminde yazilir. Belirsiz denmesinin
nedeni, sonucun tek bir fonksiyon degil, bir sabit kadar farkl fonksiyonlardan olusan bir aile olmasidir.

Kapaktaki 6grenci ayni bicimdeki mavi egrilerin farkl ylksekliklerde cizildigi seffaf levhalari yan yana
diziyor. Levhalardaki egrilerin hepsi ayni egime sahip; yalnizca yukseklikleri farkli. Belirsiz integral de
tam olarak bu egri ailesini verir.

Ters tirev ve turevin iligkisi

Belirsiz integral, turev isleminin tersidir. Bir fonksiyonun integrali alinip sonra turevi alinirsa fonksiyonun
kendisi geri gelir: diff(x) dx = f(x). Tersine, bir fonksiyonun tiirevi alinip sonra integrali alinirsa

X
fonksiyon bir sabit farkiyla geri gelir: [ f'(x)dx = f(x) + C.

Bu iki esitlik, belirsiz integrali hesaplamanin ve denetlemenin anahtaridir. Her integral kurali bir tlrev
kuralindan gelir ve her integral sonucu tlrev alinarak dogrulanir.
@ HAP BILGI

integralin sonucu, tiirevi alininca integrali alinan fonksiyonu vermelidir.

Bu denetim her soruda birka¢ saniyede yapilabilir.
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integral sabiti

Bir sabitin trevi sifir oldudu icin x?, x> + 1 ve x> — 7 fonksiyonlarinin tirevleri aynidir: 2x. Bu ylizden 2x
in ters tlirevi tek dedgildir; hepsi x? + C bicimindedir. C ye integral sabiti denir.

y

-3

2x in ters tUrevlerinden Ggli: y = x>+ 2,y =x*vey = x*- 2

Grafikteki U¢ edri yukaridan asagiya y = x> + 2, y = x? ve y = x? — 2 dir; birbirinin dikey kaydiriimis
kopyasidirlar ve ayni apsiste egimleri esittir. Kapaktaki seffaf levhalar bu egri ailesinin fiziksel bir
modelidir. Bir kosul verilmedikge aileden hangi egrinin istendigi bilinemez; bu ylizden sonuca her
zaman +C eklenir.

@ HAP BILGI
Belirsiz integralde +C yazilir; ¢linkl yalniz sabit terimleri farkli fonksiyonlarin tirevleri aynidir.
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integral neden tirevden zordur?

TuUrev almak mekanik bir islemdir: toplam, ¢arpim, boélim ve zincir kurallariyla her temel fonksiyonun
tirevi bulunur. integralde ise carpim ve béliim icin genel bir kural yoktur. Bu yiizden integral almak,
¢ogu zaman fonksiyonu tanidik bir bicime getirmeyi gerektirir.

Hatta bazi fonksiyonlarin ters tiirevi temel fonksiyonlarla hi¢ yazilamaz; e bunun Unli bir ornegidir.
Lise matematiginde karsilasilan integraller ise hep tablodaki kurallara, acmaya, ayirmaya, 6zdesliklere
ya da degisken degdistirmeye indirgenebilecek bicimde secilir.

Temel integral kurallari

Temel tiirev tablosu sagdan sola, yani tersten okunarak temel integral tablosu elde edilir. Her satirin
dogrulugu sag tarafin turevi alinarak gorulur:

integral Sonug
S kdx kx+C
n xn+1
S x"dx - +Cn#-1
n+
S Ldx In|x| +C
P
JSe*dx e+ C
Ja*dx 1“— +C
na
S sinxdx —cosx + C
cosx dx sinx + C
S
S L dx tanx + C

cos2x

Tablodaki In | x| yazimindaki mutlak deger, negatif x ler igin de sonucun tanimli olmasini saglar; turevi
her iki durumda da - dir.
X

Kuvvet kurah

Kuvvet kuralinda Us bir artirilir ve yeni tsse boltnur. Kural, tirevdeki kuvvet kuralinin tam tersidir:
tlrevde Us One iner ve bir azalir, integralde bir artar ve paydaya gider. Sonucun tlrevi alininca
paydadaki sayl 6ne inen Usle sadelesir ve baslangictaki fonksiyon geri gelir.

¢ ORNEK
J x> dx ve [ 5dx integralleri verilsin.
integralleri hesaplayalim.

6
fx5dx=%+Cqur.

J 5dx = 5x + C olur; sabitin integrali, sabit ile degiskenin ¢arpimidir.
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Kok ve kesirlerle kuvvet kurali

Kok ve paydada x iceren terimler dnce Uslii bigime cevrilir: . /x = x!/2, % = x73. Sonra kuvvet kurali
X
uygulanir ve sonug isteniyorsa yeniden kok ya da kesir olarak yazilir.

2 ORNEK
1 2 q B8
f\/x dx ve f;dxlntegrallerl verilsin.

integralleri hesaplayalim.

Sxt2dx = 2% _ 2 % +Colur
=5n 7V ’

_ x2 1
Sx3dx="—=—-—+Colur
-2 2x2

Negatif Uslerde kural yalnizca Us —1 oldugunda islemez; o durumda sonug dogdal logaritmadir. x=3 gibi
diger negatif Uslerde kural sorunsuz uygulanir.

Toplam ve sabitle carpim

Toplamin integrali integrallerin toplamidir ve sabit ¢carpan integralin digina ¢ikar. Bu ytizden
polinomlarin integrali terim terim alinir ve her terime kuvvet kurali uygulanir. Terimlerin integral sabitleri
tek bir C de toplanir.

2 ORNEK
J (4x* — 6x + 2) dx integrali verilsin.

integrali hesaplayalim.
2
Terim terim: 4 - é — 6 x; + 2x olur.

Sonug x* — 3x% + 2x + C dir; tlirevi 4x3 — 6x + 2 verir.

Acarak integral almak

Carpimin integrali icin carpim kuralina benzer basit bir kural yoktur. Bu ylizden ¢arpim bicimindeki
polinomlar once acilir, sonra terim terim integral alinir. Acihm uzunsa ve ¢arpanlardan biri digerinin
tireviyse degisken degistirme daha kisa yoldur.

¢ ORNEK
S (x+1)*dx ve [ (x+2)(x—3)dx integralleri verilsin.

integralleri acarak hesaplayalim.

S
(x+ 1)2 = x? + 2x + 1 oldugundan birincisi x? + x>+ x + Colur.

3 2
(x + 2)(x — 3) = x> — x — 6 oldugundan ikincisi x? — x; — 6x + Colur.
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A DIKKAT
Carpimin integralini integrallerin carpimi olarak almak.

3 4
Sx-xdx = x? + C dir; oysa [ xdx- [ xdx hesabi xz verir. Carpim dnce aciimahdir.

Terimlere ayirarak integral almak

Paydasi tek terimli kesirler terimlere ayrilir; payin her terimi paydaya ayri ayri bolinur, sadelestirilir ve
integrali alinir. Payda x oldugunda terimlerden biri le donusebilir ve dogal logaritma ortaya cikar.
X
2 ORNEK
2
S dx ve fEE dx integralleri verilsin.
- e

integralleri hesaplayalim.
2
Birincisi / (x 4 i)dx =2 +In|x| +Colur
X

ikincisi f(x1/2+x_1/2)dx=§x3/2+2 X + Colur.

Ustel integraller

e* in integrali, tlrevinde oldugu gibi kendisidir. Tabani bagka bir sayi olan Ustel fonksiyonlarda ise
tiirevde carpan olarak gelen dogal logaritma, integralde bélen olarak gelir. Ussiinde katsayi bulunan

fonksiyonlarda da katsayi bolen olur.

¢ ORNEK
S 2*dx ve [ e** dx integralleri verilsin.

integralleri hesaplayalim.
X gy = 2
S2 dx = S Colur.

e .. . .
JeXdx = ~ + Colur; tiirevi e verir.

Trigonometrik integraller

Siniisiin integrali eksi kosiniis, kosiniisiin integrali ise siniistiir. Isaret, tiirev tablosundaki isaretin
tersinden gelir ve en sik hata yapilan yer burasidir.

¢ ORNEK

J (Bcosx — 2sinx) dx integrali verilsin.

integrali hesaplayalim.

3 f cosxdx = 3sinx ve —2 [ sinx dx = 2cosx olur.

Sonug 3sinx + 2cosx + C dir.
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icinde katsayili aci bulunan trigonometrik fonksiyonlarda katsayi bélen olarak gelir:

J cos2xdx = 2 O+ C dir.

> + Cve [sin3xdx = — ;

@ HAP BILGI
S sinxdx = —cosx + C ve [ cosxdx = sinx + C olur.

Ozdesliklerle integral

Dogrudan tabloda bulunmayan trigonometrik integraller, trigonometrik 6zdesliklerle tablodaki bicimlere
cevrilir. 1 4 tan’x = ;2 0zdesligi ve kuvvet azaltma formdlleri en sik kullanilanlardir.
COS4Xx

¢ ORNEK
[ tan’x dx ve [ sin’x dx integralleri verilsin.

integralleri hesaplayalim.

1 & .. . .
tan’x = —- — 1 oldugundan birincisi tanx — x + Colur.
Cos“Xx

sin2x

4

1 —cos2x

sin’x = oldugundan ikincisi § — + Colur.

Kuvvet azaltma formiilii icin iki Kat Aci ve Yarim Aci Formiilleri yazisina bakabilirsin.

Dogrusal i¢ fonksiyon

icteki ifade ax + b biciminde dogrusal oldugunda integral kolayca ve tek adimda alinir: distaki
fonksiyonun integrali yazilir ve a ya bolindr. Bu, zincir kuralinin tersidir; tirevde gelen a ¢arpani
integralde bolen olur.

2 ORNEK
S (2x + 1)3 dx integrali verilsin.

integrali hesaplayalim.

ex+1)*

Dis fonksiyonun integrali tur; i¢ fonksiyonun katsayisi 2 ye bolunur.

2x+1)* 42x+1)° 2

Sonug — + C dir; tlrevi = (2x + 1) verir.

ic fonksiyon dogrusal degilse bu kisa yol islemez; o zaman degisken degistirme ydntemi kullanilir.
Ayrintilar integralde Degisken Degistirme Yontemi yazisinda.

@ HAP BILGI
icteki ifade ax + b bicimindeyse distaki fonksiyonun integrali yazilir ve a ya bdl{indir.

Paydada dogrusal ifade

Paydasi dogrusal bir ifade olan kesirlerin integrali dogal logaritma verir. Paydadaki x in katsayisi,
dogrusal i¢ fonksiyon kural geregi bolen olarak gelir.
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¢ ORNEK
1 . . ar s
J —— dx integrali verilsin.
2x+3

integrali hesaplayalim.

fldu = In | u|kalbi kullanilir ve i¢ fonksiyonun katsayisi 2 ye boliindir.

Sonug éln | 2x + 3| + Cdir.

Kosinis karesi ve karelerin toplami

Sinus karesinde oldugu gibi kosinus karesinin integrali de kuvvet azaltma formultyle alnir:

1+ cos2x

cos?x = . Iki sonucu toplamak, bulunan formiilleri denetlemenin giizel bir yoludur.

¢ ORNEK
J cos*x dx integrali verilsin.

integrali hesaplayalim ve siniis karesinin integraliyle toplayalim.

sin2x

4

1+ cos2x
S

dx=;—C+ + Colur.

SinuUs karesinin integraliyle toplaninca x + C kalir; bu, sinx + cos?x = 1 in integralidir.

Mutlak degerli integral

Mutlak degerli fonksiyonlarin integrali, icteki ifadenin isaretine gbre parcgalara ayrilarak alinir. |x| i¢in tek
+C.

x| x|

bir forml de yazilabilir: /' | x| dx = —

2 2
Bu formdliin dogrulugu tirevle goéruldr: x > 0 icin ifade % dir ve tlrevi x tir; x < 0 icin ifade —% dir ve

tirevi —x tir. iki durumda da tiirev |x| e esittir.

Logaritmik tirevin tersi

Payi, paydasinin tlrevine esit olan kesirlerin integrali paydanin dogal logaritmasidir:

f%dx =1In| f(x) | + C. Bu kalip, logaritmik tirevin tersten okunmasidir.
X

¢ ORNEK

S xf—il dx integrali verilsin.

integrali hesaplayalim.

Pay, paydanin tiirevidir: (x*> + 1)’ = 2x.

Sonug In(x? + 1) + C dir; payda her zaman pozitif oldugu icin mutlak degere gerek yoktur.

Baslangic deger problemi

Tlrevi ve bir noktadaki degeri verilen fonksiyon tek olarak belirlenir; ¢clinki verilen nokta ailenin
yalnizca bir tiyesinden gecer. Once belirsiz integral alinir, sonra verilen noktadaki deger yerine
yazilarak integral sabiti bulunur.
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2 ORNEK
F(x) = 3x*> — 2 ve F(1) = 4 olsun.

F(x) fonksiyonunu bulalim.
F(x)=x>-2x+Colur; F1)=1-2+C=4ise C = 5.

F(x) = x> — 2x + 5 bulunur.

Egimi verilen egri
Bir egrinin her noktasindaki teget egimi bir fonksiyon olarak verilmisse, egim fonksiyonunun integrali
egrinin denklemini bir sabit farkiyla verir. Egrinin gectigi bir nokta bilinirse sabit bulunur.

¢ ORNEK

Bir egrinin her x teki teget egimi 2x — 3 ve egdri (2, 1) noktasindan gegiyor.
Egrinin denklemini bulahm.

y= f(2x=3)dx = x> —3x + Colur; (2,1) yaziincal =4 — 6 + C, yani C = 3.

Egriy = x> — 3x + 3 tlr.

ikinci tirevden fonksiyon

ikinci tiirev verildiginde integral art arda iki kez alinir ve iki ayri sabit ortaya cikar. iki sabitin bulunmasi
icin iki kosul gerekir; genellikle bir noktadaki fonksiyon degeri ve tlrev degeri verilir.

¢ ORNEK
f"(x) = 6x, f'(0) = 1 ve f(0) =2 olsun.

f(x) fonksiyonunu bulalim.
f'(x) = 3x%? + C; ve f'(0) =1 oldugundan C; = 1 olur.

f(x) = x* + x + C, ve f(0) = 2 oldugundan f(x) = x> + x + 2 bulunur.

Uygulama: ivmeden konuma

Fizikte ivmenin integrali hizi, hizin integrali de konumu verir; tiirevdeki sira tersine isler. iki integralin
sabitleri baslangi¢ hizi ve baslangi¢ konumudur.

2 ORNEK

Bir cismin ivmesi a(t) = 6t, baslangi¢ hizi 2 ve baslangi¢c konumu 0 olsun.
Konum fonksiyonunu ve ¢t = 2 deki konumu bulalim.

v(t) = 3t2 + 2 ve s(t) = 3 + 2t olur.

s(2) = 8 + 4 = 12 birim bulunur.
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Sabit ivmeli harekette ayni yol, fizikten bilinen s = vt + %at2 formUllnd verir; bu formdl aslinda iki kez

integral almanin sonucudur.

@ HAP BiLGI

Gundelik hayatta
Duraktan kalkan bir metro sabit 2 metre boll saniye kare ivmeyle hizlanirsa hizi v(t) = 2t, aldidi yol
s(t) = t*> metre olur.

Metro kalkistan 10 saniye sonra 100 metre ilerlemis olur.

Uygulama: marjinal maliyetten maliyet

Ekonomide marjinal maliyet, toplam maliyetin Uretim miktarina gore tlrevidir. Marjinal maliyet ve sabit
maliyet biliniyorsa toplam maliyet integralle bulunur; integral sabiti hi¢ tretim yapiimadigindaki sabit
maliyettir.

¢ ORNEK

Marjinal maliyet C'(x) = 5+ 0,02x TL ve sabit maliyet 100 TL olsun.
Toplam maliyet fonksiyonunu bulahm.

C(x) = 5x + 0,01x? + K olur; C(0) = 100 oldugundan K = 100.

C(x) = 100 + 5x + 0,01x* bulunur.

Katsayi bulma sorulari

Bazi sorularda integralin sonucu verilir ve integrali alinan fonksiyondaki bilinmeyen bir katsayi istenir.
Bu durumda sonucun tirevi alinip katsayilar karsilastirilir.

2 ORNEK
J (ax +2)dx = 3x? + 2x + C olsun.

a yi bulalim.

Sag tarafin tlrevi 6x + 2 dir; bu, integrali alinan fonksiyona esit olmalidir.

ax + 2 = 6x + 2 oldugundan a = 6 bulunur.

Grafikle ters tirev

Bir fonksiyonun grafigi verilmisse ters tlrevinin davranisi yorumlanabilir. Fonksiyon pozitif oldugu
araliklarda ters tlrev artar, negatif oldugu araliklarda azalir; fonksiyonun isaret degistirdigi noktalar ters
tlrevin tepe ve cukur noktalaridir.

Ornegin f(x) = 2x negatif x ler icin negatif, pozitif x ler icin pozitiftir. Bu yiizden ters tiirevi olan x*> + C
egrileri sifira kadar azalir, sonra artar ve hepsinin en kiicik degeri x = 0 dadir. Bu yorum, tirev ile
fonksiyon arasindaki iliskinin integral yoninden okunmasidir.
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Kurallarin 6zeti

Durum Yontem

Polinom Terim terim kuvvet kurali
Kok ya da % Uslii yazip kuvvet kurali

Acilabilen ¢carpim Acip terim terim

Paydasi tek terimli kesir Terimlere ayir

ici dogrusal bileske integral al, katsayrya bél
?bigimi In|f|+C

tan®x, sin’x Ozdeslikle doniistiir

Hicbiri uymuyorsa degisken degistirme yontemi denenir. Hangi yol segilirse secilsin sonug, tirev
alinarak denetlenmelidir.

Sinavda belirsiz integral

B SINAVDA NASIL GIKAR

ileri diizeyde (AYT) belirsiz integral; temel kurallar, baslangic deger problemleri, egimi verilen
egri, ikinci tirevden fonksiyon ve basit trigonometrik ve Ustel integraller biciminde karsina
cikabilir.

Belirsiz integral, belirli integral ve alan sorularinin ilk adimidir.

Secenekli sorularda integrali hesaplamak yerine seceneklerin tlrevini almak cogu zaman daha hizlidir.
Tlrevi integrali alinan fonksiyonu veren segcenek dogru cevaptir.

Sik yapilan hatalar
Hata Dogrusu
+C yi unutmak Belirsiz integralde C yazilir
n n+1 xn+1
Sxtdx=x -+ C
n+
S L dx e kuvvet kurall In|x| +C
X
J sinx dx = cosx —cosx + C
fe3xdx=e3x e_zx+c
Carpimin integralini garpim sanmak Once acilir

Bu hatalarin hepsi turev denetimiyle yakalanir. Sonucun tlrevini almak, integral sorularinda en guvenilir
kontroldur.
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< Hap bilgi 6zeti

o integralin sonucu, tlirevi alininca integrali alinan fonksiyonu vermelidir.

Bu denetim her soruda birkag¢ saniyede yapllabilir.
Belirsiz integralde +C yazilir; cinki yalniz sabit terimleri farkli fonksiyonlarin turevleri aynidir.
S sinxdx = —cosx + C ve [ cosxdx = sinx + C olur.

icteki ifade ax + b bicimindeyse distaki fonksiyonun integrali yazilir ve a ya bélindir.

Gilindelik hayatta

Duraktan kalkan bir metro sabit 2 metre boll saniye kare ivmeyle hizlanirsa hizi v(t) = 2t, aldigi
yol s(t) = t* metre olur.

Metro kalkistan 10 saniye sonra 100 metre ilerlemis olur.

® Sik sorulanlar

Belirsiz integral nedir?

Bir fonksiyonun butin ters tlrevlerinin ailesidir ve integral sabiti C ile yazilr.

integral sabiti C neden eklenir?

Sabitin tlrevi sifir oldugu igin tlrevi ayni olan sonsuz sayida fonksiyon vardir. C bu fonksiyonlarin
hepsini temsil eder.

x Uzeri n in integrali nedir?
n eksi 1 den farkliysa x Uzeri n arti 1bdll n arti 1arti C dir. n esittir eksi 1ise sonug In mutlak x arti
C dir.

Sinusiin integrali nedir?

Eksi kosinus arti C dir. Kosinusun integrali ise sinus arti C dir.

e Uzeri 3x in integrali nedir?

e Uzeri 3x bolu 3 arti C dir; Usteki katsayi bdlen olarak gelir.

integral sonucu nasil denetlenir?

Sonucun tdrevi alinir. Turev, integrali alinan fonksiyona esitse sonu¢ dogrudur.
Carpimin integrali nasil alinir?

Carpim icin genel bir integral kurali yoktur. Polinom carpimlari acilir; diger durumlarda degisken
degistirme gibi yontemler kullanilir,
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Baslangi¢ deger problemi nedir?
Tlrevi ve bir noktadaki degeri verilen fonksiyonu bulma problemidir. Belirsiz integral alinir ve
verilen degerle integral sabiti bulunur.

tan kare x in integrali nedir?

tan kare x, 1 bélii cos kare x eksi 1 olarak yazilir. integrali tan x eksi x arti C dir.

1boli x in integrali nedir?

In mutlak x arti C dir. Kuvvet kurali bu durumda sifira bolme gerektirdigi icin ayri bir kural kullanilir,

v= Kontrol listesi

Ters tlrev ve belirsiz integral kavramlarini agiklayabiliyorum.

integral sabitinin geometrik anlamini aciklayabiliyorum.

Temel integral tablosunu kullanabiliyorum.

Kuvvet kuralini kok ve kesirlerle uygulayabiliyorum.

Acarak ve terimlere ayirarak integral alabiliyorum.

Ustel ve trigonometrik integralleri hesaplayabiliyorum.

Ozdesliklerle trigonometrik integralleri déniistiirebiliyorum.

ici dogrusal bileskelerin ve f issii bélii f kalibinin integralini alabiliyorum.
Baslangi¢c deger problemlerini ve egimi verilen egri sorularini ¢ozebiliyorum.

U
U
U
U
U
U
U
U
U
U

ikinci tiirevden fonksiyonu ve ivmeden konumu bulabiliyorum.

Bu belge hakkinda. Bu PDF, ahmetcelen.com.tr'deki Belirsiz integral Konu Anlatimi yazisinin AC-047 kodlu
belgesinin 1.0 stirimadur.

Surim gecmisi ve degisiklikler: ahmetcelen.com.tr/d/ac-047/. Gincel stiriimu ve bitin konularin PDF'lerini
ahmetcelen.com.tr/pdf/ adresinde bulabilirsiniz. Elinizdeki dosyanin bizim yayimladigimiz striimle birebir ayni olup
olmadigini ahmetcelen.com.tr/d/ adresinde denetleyebilirsiniz; dosya cihazinizdan disari gonderilmez.
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