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integral Konu Anlatimi

integral, iki temel sorunun cevabidir: tiirevi bilinen bir fonksiyonun kendisini bulmak ve bir egrinin
altinda kalan alani hesaplamak. Analizin temel teoremi bu iki sorunun ayni islemle ¢6zildigunu
gosterir. Bu yazida ters turev ve belirsiz integral kavramini, temel integral kurallarini, integral sabitinin
anlamini, alanin dikdortgenlerle yaklasik hesaplanmasini, belirli integrali ve temel teoremi, isaretli
alani, belirli integralin 6zelliklerini, degisken degdistirmeye ve alan hesabina girisi, ortalama degeri ve
hizdan yol, akistan miktar gibi uygulamalari ¢ézimlu érneklerle ele aliyoruz.
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Kontrol listesi

Bu yaziyl daha rahat anlamak icin tlrev kurallarini ve limit kavramini biliyor olman yeterli.

Temel bilgiler icin Turev Alma Kurallari ve Limit Konu Anlatimi yazilarina goz at.

Tirev bir fonksiyonun bir noktada ne kadar hizl degistigini séyler. integral ise bunun tersini yapar:
degisim hizi bilinen bir niceligin toplam degisimini bulur. Hizdan alinan yol, akis hizindan biriken su,

Uretim hizindan toplam Uretim hep integral sorularidir.

Kapaktaki 6grenciler bir egrinin altina ince cubuklari yan yana diziyor; her cubugun ylksekligi egrinin o
noktadaki degerine esit. Cubuklar inceldikce egrinin altindaki alan daha iyi doluyor. integral, sonsuz
sayida sonsuz ince ¢ubugun toplamidir ve bu yazi bu fikri adim adim kuruyor.

iki soru, tek cevap

integral konusu ilk bakista birbirinden ¢ok farkli iki soruyla baslar. Birincisi cebirseldir: tiirevi verilen bir
fonksiyonun kendisi nedir? ikincisi geometriktir: bir egrinin altinda kalan bélgenin alani nedir?

Analizin temel teoremi bu iki sorunun ayni aragla ¢ozuldigunu gosterir. Alani hesaplamak igin tlrevi o
fonksiyon olan baska bir fonksiyon bulunur ve iki ugtaki degerleri ¢ikarilir. Bu kesif, tlrev ile integrali

birbirinin tersi olan iki islem haline getirir.

o HAP BILGI

integral, tiirevin tersidir ve alani hesaplar.

Temel teorem bu iki anlami birbirine baglar.
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Ters tirev

Turevi f olan bir F fonksiyonuna f nin ters tlirevi denir: F(x) = f(x). Ters tirev bulmak, tirev
kurallarini tersten okumaktir.

¢ ORNEK
f(x) = x* fonksiyonu verilsin.

Bir ters tlrevini bulalim.

3
Tirevi x? olan fonksiyon aranir; x> tin tiirevi 3x? oldugundan x? Un tirevi x? dir.

3 S
F(x) = x? bir ters tlrevdir; x? + 5 de bir ters tlrevdir.

Bir fonksiyonun tek bir ters tlrevi yoktur: bir ters tlireve herhangi bir sabit eklenirse tiirev degismez. Bu
ylUzden ters tlrevler bir sabit farkiyla belirlenir.

Belirsiz integral

Bir fonksiyonun butiln ters tlrevlerinin ailesine belirsiz integral denir. Aile, integral sabitiyle tek bir
ifadede toplanir ve soyle yazilir:

ff(x) dx =F(x)+C

Buradaki [ isareti integral isareti, f(x) integrali alinan fonksiyon, dx ise deg@iskenin x oldugunu
gosteren ektir. C ye integral sabiti denir ve herhangi bir gercek sayi olabilir. Belirsiz integralin ayrintilari
icin Belirsiz integral Konu Anlatimi yazisina bakabilirsin.

Temel integral kurallari

Temel integral kurallari, temel tlrev kurallarinin tersten yazilmasindan ibarettir. Her kural, sag tarafin
tdrevi alinarak dogrulanabilir:

integral Sonug
S x"dx an+C,n¢—1
n+1
[ ldx In|x| +C
X
JSe*dx e+ C
S sinxdx —cosx + C
J cosxdx sinx + C

Kuvvet kuralinda s bir artirilir ve yeni tisse béliinir. Us —1 oldugunda bu kural sifira bdlmeye yol
acgacagi icin Lin integrali ayri bir kuralla, dogal logaritmayla verilir.
X
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= HAP BILGI
L. xn+1
n#—licin [x"dx = T+Co|ur.
n

S ldx=1In | x| + C olur; bu durumda kuvvet kural kullaniimaz.
X

Sonucu tirevie denetlemek

integral almak tiirev almaktan daha zordur; ¢iinkii her fonksiyonun ters tiirevi kolayca yazilamaz. Buna
karsin bulunan sonucun dogrulugu her zaman kolayca denetlenir: sonucun tirevi alinir ve integrali
alinan fonksiyonla karsilastirilir.

Ornegin S cosx dx = sinx + C sonucunun tiirevi cosx tir ve dogrudur. f sinx dx igin cosx yazilirsa tirevi
—sinx ¢ikar ve isaretin yanlis oldugu hemen gorulir. Bu ylzden sindsin integrali —cosx + C dir.

Toplam ve sabitle carpim

Turevde oldugu gibi integralde de toplamin integrali integrallerin toplamidir ve sabit ¢carpan integralin
disina ¢ikar. Bu yuzden polinomlarin integrali terim terim alnir.

2 ORNEK
J (3x% + 2x) dx integrali verilsin.
integrali hesaplayalim.
3 2
Terim terim: 3 - x? +2- x; olur.

Sonug x3 + x? + C dir; tUrevi alininca 3x? + 2x geri gelir.

Sonucun tdrevini alip integrali alinan fonksiyona ulasmak, integral hesabini denetlemenin en glvenilir
yoludur.

integral sabitinin anlami

integral sabiti, ters tiirevler ailesinden hangisinin istendigini belirler. Bir noktadaki deger verilirse sabit
bulunur ve ailenin tek bir Uyesi secilir. Bu tlir sorulara baslangi¢ deger problemi denir.

¢ ORNEK

F(x) = 2x ve F(1) = 4 olsun.

F fonksiyonunu bulalim.
F(x)=x*+Colur;, F1)=1+C=4ise C=3.

F(x) = x* + 3 bulunur.

Geometrik olarak ters tlrevlerin grafikleri birbirinin dikey kaydiriimis kopyalaridir. Verilen nokta, bu
kopyalardan hangisinin o noktadan gectigini secer.
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Alan problemi

Kenarlari dogru parcasi olan dcgen, dikdortgen ve yamuk gibi bolgelerin alani formdullerle bulunur. Bir
kenari egri olan bdlgenin alani ise dikdortgenlerle yaklasik hesaplanir: bélge ince seritlere ayrilir ve her
serit bir dikdortgenle degistirilir.

y

_I y =- X2 - - - [
- sag uc dikdortgenleri

o

SNy, W TSN PSS USRSV SISV (D S S ———

o
NN W S S—

y = x? altindaki alanin dért dikddrtgenle yaklasimi
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2 ORNEK
y = x* egrisinin altinda, [0, 2] araligindaki bélge verilsin.

Alani dort esit genislikte dikdortgenle yaklasik hesaplayalim.
Genislik 0,5 tir. Sag ucg yukseklikleri 0,25, 1, 2,25 ve 4 tur: toplam 0,5-7,5 = 3,75 olur.

Sol uc yuUkseklikleri 0, 0,25, 1, 2,25 tir: toplam 0,5 - 3,5 = 1,75 olur. Gercek alan bu iki sayi
arasindadir.

Dikdortgen sayisini artirmak

Dikdortgenler inceldikge egrinin altindaki bolgeye daha iyi uyar ve iki yaklasim birbirine yaklasir.
Dikdortgen sayisi sonsuza gotiruldiginde toplamlarin ortak limiti gercek alani verir.

Dikdortgen sayisi Sol uc toplami Sag uc toplami
4 1,75 3,75

8 2,1875 3,1875

Sonsuz 2 -

Tablodaki iki sttun ortadaki 2 ~ 2,667 degerine iki yandan yaklasiyor. Her adimda iki toplam arasindaki
fark yariya iniyor; dikdortgen sayisi iki katina ¢iktikgca yaklasim iki kat iyilesiyor.

Toplam semboliiyle yazim

Dikddrtgen toplami toplam semboliiyle kisaca yazilir. [a, b] aralidi n esit parcaya béllinlrse her
parcanin genisligi Ax = b_Ta olur ve toplam Zn: f(x;) Ax bigimini alir; burada x; her parcadan segilen
bir noktadir. o

integral isareti [ aslinda uzatiimis bir S harfidir ve toplami hatirlatir; dx ise sonsuz kiiciik genisligi
b

temsil eder. Bdylece [ f(x)dx yazimi, sonsuz sayida yuksekligi f(x), genisligi dx olan seridin toplami
a

olarak okunabilir.

Belirli integral

Dikdortgen toplamlarinin limitine f nin a dan b ye belirli integrali denir ve soyle yazilir:

7 f(x)dx

a ve b ye integralin alt ve Ust sinirlari denir. Belirsiz integral bir fonksiyon ailesi verirken belirli integral
tek bir sayi verir. Fonksiyon aralikta pozitifse bu sayi, egrinin altinda ve yatay eksenin Ustiinde kalan
bolgenin alanidir.
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Analizin temel teoremi
Belirli integrali dikddrtgen toplamlariyla hesaplamak uzundur ve her fonksiyon icin ayri bir limit

gerektirir. Temel teorem kisa yolu verir: F, f nin herhangi bir ters tlreviyse

b
f F(0) dx = F(b) — F(a)

¢ ORNEK

2
J x* dx integrali verilsin.

0
Temel teoremle hesaplayalim.

Ters turev F(x) = x; tar.
—-0= 2 bulunur; dikdoértgenlerin yaklastigi degerle aynidir.

F(2) - F(0) =
Belirli integralde integral sabiti C yazilmaz; ¢linki F(b) + C den F(a) + C cikarilinca sabit sadelesir.

Hangi ters tlrev secilirse secilsin sonug aynidir.

@ HAP BILGI

b

J f(x)dx = F(b) — F(a) olur; F fonksiyonu f nin herhangi bir ters tlrevi olabilir.
a

Temel teoremle ikinci 6rnek
Temel teoremin verdigi sonucu, alani geometriyle bilinen bir bolgede denetlemek teoremin glictini

gosterir. Dogrusal bir fonksiyonun altindaki bolge bir yamuktur ve alani formdille de bulunabilir.

2 ORNEK
3

J (2x + 1) dx integrali verilsin.
1
integrali hesaplayip geometriyle karsilastiralim.

F(x) = x* + x oldugundan F(3) — F(1) = 12 — 2 = 10 olur.
@ *27“ =10 dur.

Bolge paralel kenarlari 3 ve 7, yiksekligi 2 olan bir yamuktur; alani

Farkh fonksiyonlarla belirli integral
Temel teorem her fonksiyon ailesinde ayni bigcimde uygulanir: ters tirev bulunur, tst sinirdaki degerden

alt sinirdaki deger cikarilir. Asagidaki Gc¢ integral, tg¢ farkh temel kurali kullanir.
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¢ ORNEK

/2 1 e

1 . . -
J cosxdx, [e*dxve [ -dxintegralleri verilsin.
0 0 1

Ug integrali hesaplayalim.

Birincisi sing — sin0 = 1, ikincisi e — 1, yaklasik 1,718 olur.

Uclinciisii Ine — In1 = 1 olur.

Kokun belirli integrali

Kok iceren fonksiyonlar dnce kesirli Usli yazilir, sonra kuvvet kurali uygulanir. Sinirlar yerine yazilirken
kesirli Uslerin hesaplanmasi i¢in sinirlarin tam kare ya da tam kip secilmesi isi kolaylastirir.

2 ORNEK

4

f\/'x dx integrali verilsin.
0

integrali hesaplayalim.

. . .2 .
JE = x!/2 nin ters tirevi §x3/2 dir.

2 2 16
2. 432=2.8=2
3 3 3

bulunur.

isaretli alan

Fonksiyon yatay eksenin altina indiginde dikdortgenlerin ylkseklikleri negatif olur ve belirli integral o
bolgeyi negatif sayar. Bu ylzden belirli integral bir alan degil, isaretli bir alandir: eksenin Ustl arti, alti

eksi katki yapar.

2 ORNEK

T 27

S sinxdx ve [ sinxdx integralleri verilsin.
0 0

iki integrali hesaplayalim.
Ters tlrev —cosx tir: birincisi —cos7 + cosO = 2 olur.

ikincisi —cos27r + cos0 = 0 olur; eksenin Ustiindeki ve altindaki alanlar birbirini gétiirdr.

Gercek alan isteniyorsa eksenin altinda kalan pargalar ayri hesaplanip mutlak degerleri toplanir. [0, 27]
araliginda sinusin grafigiyle eksen arasindaki gergek alan 4 tur.

@ HAP BILGI
Belirli integral isaretli alandir: eksenin Usttndeki bdlge arti, altindaki bolge eksi katki yapar.

Belirli integralin 6zellikleri

Belirli integral, alanin dogal dzelliklerini tasir ve bu 6zellikler sezgiyle de kolayca anlasilir. Bu 6zellikler
hesaplari kisaltir ve integralin sinirlariyla oynamayi saglar:
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Ozellik Formiil

Esit sinir }f(x) dx=0
a
Sinirlari degistirme / = - /
{f {f
. b y y
Aralik bolme
+ =
{f {f {f
5 b b b
Dogrusallik Skf+Q=k[f+ g
a a a

Ayrintili 6rnekler icin Belirli integral Konu Anlatimi yazisina bakabilirsin.

Degisken degistirmeye giris
Bazi integrallerde integrali alinan fonksiyon, bir i¢ fonksiyon ile onun turevinin ¢arpimi bigimindedir; bu

yapl fark edilirse integral kolaylasir. Bu durumda i¢ fonksiyona yeni bir ad verilir ve integral basit bir
kuvvet integraline dénuslr. Bu yontem, zincir kuralinin tersidir.

o ORNEK
S 2x(x* +1)° dx integrali verilsin.

Degisken degistirerek hesaplayalim.

4
u = x* + 1 denirse du = 2x dx olur ve integral [ u’du = “I + C ye donusdr.

x2+1*

Sonug + C olur.

Yéntemin ayrintilari integralde Degisken Degistirme Yéntemi yazisinda.

Alan hesabina girig

iki egri arasinda kalan alan, her apsiste Ustteki egriden alttakinin ¢ikarilip bu farkin integralinin
alinmasiyla bulunur. Once egrilerin kesisim noktalari, yani integralin sinirlari belirlenir.

o ORNEK
y = x dogrusu ile y = x? egrisi arasindaki bolge verilsin.

Bolgenin alanini bulahm.

Egriler x = 0 ve x = 1 de kesisir; bu aralikta dogru egrinin Ustindedir.

1
Alan f(x—x?)dx = L= Thulunur
s 2 3 6

Alan hesabinin biitiin durumlari integral ile Alan Hesaplama yazisinda ele aliniyor.

Ortalama deger

Bir fonksiyonun bir araliktaki ortalama degeri, belirli integralinin aralik uzunluguna bélimudur. Bu, ayni
tabana ve ayni alana sahip dikdoértgenin yulksekligidir; egrinin altindaki alani dizleyip dikdoértgene
cevirmek gibi disunulebilir.
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¢ ORNEK
f(x) = x* fonksiyonu [0, 2] araliginda verilsin.

Ortalama degerini bulalim.

2

8 52 q
S x*dx = Ve aralik uzunlugu 2 dir.
0

o 8 1 4
Ortalama deger U olur.

Uygulama: hizdan yol

Hiz, konumun tirevidir; bu ylzden hizin integrali konumdaki degisimi, yani alinan yolu verir. Hiz sabitse
yol hiz ile strenin ¢carpimidir; hiz dedisiyorsa integral gerekir. Hiz zaman grafiginin altindaki alan, alinan
yolu gosterir.

2 ORNEK
Bir aracin hizi v(t) = 3t? metre bodlii saniye olsun.

ilk iki saniyede alinan yolu bulalim.

2
Yol [ 3t?dt dir; ters tlrev 3 tlr.
0

Yol 23 — 0 = 8 metre olur.

o« HAP BILGI
Gilindelik hayatta

Hizini 3 saniyede sifirdan 30 metre boll saniyeye diizgln bicimde ¢ikaran bir ara¢ bu slrede 45
metre yol alir.

Alinan yol, hiz zaman grafiginin altindaki G¢genin alanidir: 3'—230 = 45 olur.

Uygulama: akistan miktar

Bir depoya giren suyun akis hizi zamanla degisiyor ve sabit kalmiyorsa, belirli bir stirede biriken su
miktari akis hizinin integralidir. Ayni fikir Gretim hizindan toplam Uretimi, tiketim hizindan toplam
tiketimi bulmakta da kullanilir.

¢ ORNEK
Bir depoya dakikada r(t) = 10 — ¢ litre su akiyor; t dakika cinsindendir.

ilk on dakikada depoya giren suyu bulalim.
10 2

Miktar /(10 — £)dt = | 10t — —1'° olur.
0 240

100 — 50 = 50 litre su girer.
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Turev ve integral birbirinin tersi
Temel teoremin ikinci bi¢imi, Ust siniri degisken olan bir integralin tlrevinin integrali alinan fonksiyon

X
oldugunu soyler: diff(t) dt = f(x). Yani 6nce integral, sonra tiirev almak fonksiyonu geri verir.
X
a

2 ORNEK

X
G(x) = [ t*dt fonksiyonu verilsin.
0

G'(x) i iki yoldan bulalim.
o 8
Once integrali hesaplayalim: G(x) = x? ve G'(x) = x* olur.

Temel teoremle de dogrudan G'(x) = x? bulunur.

integral konularinin haritasi

integral konusu birbirine bagl adimlardan olusur ve her adim bir éncekinin tizerine kurulur. Onerilen
calisma sirasi soyledir:

Adim Konu

1 Belirsiz integral

2 Degisken degistirme

3 Belirli integral

4 integral ile alan hesaplama

Sinavda integral

B SINAVDA NASIL GIKAR
ileri diizeyde (AYT) integral; belirsiz integral kurallari, baslangic degerli sorular, belirli integral
hesabi, degisken degistirme ve alan hesabi biciminde karsina cikabilir.

Temel teoremin ikinci bigimi ve isaretli alan da sik sorulur.

integral sorusunda sonucu her zaman tiirev alarak denetle. Belirli integralde sinirlari dogru sirayla
yerlestir: dnce Ust sinirdaki deger, sonra alt sinirdaki deger. Alan isteniyorsa eksenin altinda kalan
parcalari ayri hesapla.
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Sik yapilan hatalar

Hata Dogrusu
Belirsiz integralde C yi unutmak +C eklenir
el
Sxtdx = x"*! ):ZH
f}l—cdx icin kuvvet kural In|x| +C
J sinx dx = cosx —cosx + C
F(a) — F(b) yazmak F(b) — F(a)
isaretli alani gercek alan sanmak Eksenin alti ayri hesaplanir

Bu hatalarin cogu, sonucun tlrevi alinarak hemen yakalanir. Tlrev alindiginda integrali alinan fonksiyon
geri gelmiyorsa hesapta bir hata vardir.

< Hap bilgi 6zeti

o integral, tiirevin tersidir ve alani hesaplar.

Temel teorem bu iki anlami birbirine baglar.

n+1
© +—1icin fxrdx=""+Colur
n+1

fldx =1In| x| + C olur; bu durumda kuvvet kurali kullaniimaz.
X
o b
J f(x)dx = F(b) — F(a) olur; F fonksiyonu f nin herhangi bir ters tlrevi olabilir.
a

0 Belirli integral isaretli alandir: eksenin Ustlindeki bdlge arti, altindaki bélge eksi katki yapar.

o Gundelik hayatta

Hizini 3 saniyede sifirdan 30 metre boll saniyeye diizgin bicimde ¢ikaran bir arag bu stirede
45 metre yol alir.

Alinan yol, hiz zaman grafiginin altindaki U¢genin alanidir: :ﬂ = 45 olur.

@ Sik sorulanlar

integral nedir?
Turevin tersi olan islemdir. Turevi bilinen fonksiyonun kendisini bulur ve bir egrinin altinda kalan
alani hesaplar.

Belirsiz ve belirli integral arasindaki fark nedir?

Belirsiz integral bir fonksiyon ailesidir ve integral sabiti icerir. Belirli integral iki sinir arasinda
hesaplanan tek bir sayidir.
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integral sabiti C neden yazilir?

Bir sabitin turevi sifir oldugu i¢in tirevi ayni olan sonsuz sayida fonksiyon vardir. C bu
fonksiyonlarin hepsini temsil eder.

Analizin temel teoremi nedir?

a dan b ye belirli integral, ters tlirevin b deki dederinden a daki degerinin ¢ikariimasiyla bulunur.

x kare nin 0 dan 2 ye integrali kactir?

Ters tlrev x kip boll 3 oldugundan sonug 8 bolu 3 tdr.

Belirli integral negatif ¢ikabilir mi?

Evet. Fonksiyon yatay eksenin altindaysa o bdlge negatif sayilir; belirli integral isaretli alandir.

Sinusiin integrali nedir?

Eksi kosinus arti C dir. Sonucun tlrevi alininca sinls geri geldigi icin dogrudur.

Alan dikdortgenlerle nasil hesaplanir?

Aralik esit parcalara bolinUlr ve her pargada yuksekligi fonksiyon degderi olan bir dikdortgen ¢izilir.
Parca sayisi arttikga dikdortgenlerin toplam alani gergek alana yaklasir.

Ortalama deger nedir?

Bir fonksiyonun bir araliktaki ortalama degeri, belirli integralinin aralik uzunluguna bolimudur. x
karenin O ile 2 arasindaki ortalama dedgeri 4 bolu 3 tur.

v= Kontrol listesi

O

Ters tlrev ve belirsiz integral kavramlarini agiklayabiliyorum.
Temel integral kurallarini uygulayabiliyorum.

integral sabitini baslangic dederinden bulabiliyorum.

Alani dikdortgen toplamlariyla yaklasik hesaplayabiliyorum.
Belirli integralin anlamini agiklayabiliyorum.

Temel teoremle belirli integral hesaplayabiliyorum.

Isaretli alan ile gercek alani ayirt edebiliyorum.

Belirli integralin 6zelliklerini kullanabiliyorum.

Basit degisken degistirme ve alan sorularini ¢ozebiliyorum.

O 0 0000 00d

Hizdan yol ve akistan miktar problemlerini integralle ¢6zebiliyorum.
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Bu belge hakkinda. Bu PDF, ahmetcelen.com.tr'deki integral Konu Anlatimi yazisinin AC-046 kodlu belgesinin 1.0

surimaddar.

Surim gecmisi ve degisiklikler: ahmetcelen.com.tr/d/ac-046/. Glincel stirimu ve butin konularin PDF'lerini
ahmetcelen.com.tr/pdf/ adresinde bulabilirsiniz. Elinizdeki dosyanin bizim yayimladigimiz siriimle birebir ayni olup
olmadigini ahmetcelen.com.tr/d/ adresinde denetleyebilirsiniz; dosya cihazinizdan disari génderilmez.
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