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I Limit, Tirev, integral AYT

Turevde Artan ve Azalan Fonksiyonlar

Bir fonksiyonun hangi araliklarda arttigi ve hangi araliklarda azaldigi tirevinin isaretinden okunur:
tlrev pozitifse fonksiyon artar, negatifse azalir. Bu yontem grafigi cizmeden fonksiyonun davranisini
ortaya cikarir. Bu yazida artan ve azalan fonksiyonun tanimini, tiirevle iliskisini, isaret tablosu
yontemini, polinom, rasyonel, Ustel, logaritmik ve trigonometrik fonksiyonlarda artan ve azalan
araliklari, her yerde artan olma kosulunu ve parametreli sorulari, tlrevin sifir oldugu ama fonksiyonun
artmaya devam ettigi durumlari, tlrevle esitsizlik ispatini, kdk sayisini ve birebirligi ¢ozimlu
orneklerle ele aliyoruz.
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Artan ve azalan ne demek?

@ ONCE SUNLARI BiL
Bu yaziyl daha rahat anlamak icin tlrev kurallarini ve isaret tablosu yapmayi biliyor olman yeterli.

Temel bilgiler icin Turev Alma Kurallari ve Esitsizlikler Konu Anlatimi yazilarina goz at.

Bir aralikta x buyudukge fonksiyonun degeri de bliyliyorsa fonksiyon o aralikta artandir; x blytduikce
deger kicullyorsa azalandir. Kesin tanim sdyledir: araliktaki her x; < x, igin f(x;) < f(x,) oluyorsa
fonksiyon artan, f(x;) > f(x,) oluyorsa azalandir.

Kapaktaki 6grenciler dalgali bir yolun yukselen bolimlerine bir renkte, alcalan bolimlerine baska
renkte boncuklar diziyor. Grafigin soldan saga yukseldigi yerler artan, alcaldigi yerler azalan
araliklardir. Bu yazi, bu araliklari grafigi cizmeden tirevle bulmayi anlatiyor.

Turevle iligki
TUrev, grafigin her noktasindaki tegetin egimidir. Grafik yUkselirken tegetler saga dogru yukari egiktir
ve egimleri pozitiftir; grafik algcalirken tegetler asagi egiktir ve egimleri negatiftir. Bu gézlem su kurala

donusur:
Aralikta tirev Fonksiyon
f(x)>0 Artan
f(x)<o0 Azalan
f(x)=0 Sabit
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@ HAP BILGI
TUrevin isareti, fonksiyonun yonini gosterir.

Pozitif tirev ylkselen, negatif tirev alcalan grafik demektir.

isaret tablosu yéntemi

Artan ve azalan araliklar her fonksiyonda ayni dort adimda bulunur. Yontem, tlirevin isaretinin yalnizca

tar

evin sifir oldugu ya da tanimsiz oldugu noktalarda degisebilmesine dayanir:

Adim islem

1

He
Ca

Fonksiyonun tanim kiimesini belirle

TUrevi al ve carpanlarina ayir

Turevin sifir ve tanimsiz oldugu noktalari bul

Bu noktalarin arasindaki her aralikta tlirevin isaretine bak

r aralikta tlrevin isareti sabit oldugu icin araliktan tek bir sayi secip tirevde denemek yeterlidir.
rpanlarina ayrilmis tlirevde isaret, carpanlarin isaretlerinden de okunabilir.

@ HAP BILGI
TUrevin isareti yalnizca turevin sifir ya da tanimsiz oldugu noktalarda degisebilir; bu noktalar isaret
tablosuna yazilr.

Parabolde artan ve azalan

ikinci dereceden fonksiyonlarda tiirev birinci derecedendir ve tek bir noktada sifir olur. Bu nokta

pa

So

rabollin tepe noktasinin apsisidir ve fonksiyon yalnizca burada ydn degistirir.
2 ORNEK

f(x) = x* — 4x fonksiyonu verilsin.

Artan ve azalan oldugu araliklari bulahm.

f'(x) = 2x — 4 tlr ve x = 2 de sifir olur; x < 2 i¢in negatif, x > 2 igin pozitiftir.

Fonksiyon (— o ,2) araliginda azalan, (2, oo ) araliinda artandir.

nug parabol bilgisiyle uyumludur: kollari yukari bakan parabol tepe noktasina kadar iner, sonra

yukselir. Parabolln ayrintilari icin Parabol Grafigi yazisina bakabilirsin.

Uciinci dereceden fonksiyon

U
B

® a

Uncl dereceden bir fonksiyonun tirevi ikinci derecedendir ve genellikle iki noktada sifir olur.
ylece grafik Uc¢ araliga bolinr.
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e S T

y = x® - 3x grafigi

¢ ORNEK
f(x) = x* — 3x fonksiyonu verilsin.

Artan ve azalan oldugu araliklari bulalim.
f'(x) =3x%> -3 =3(x—1)(x + 1) dir; tirev —1 ve 1 de sifir olur.

Tlrev x < —1 ve x > 1 i¢in pozitif, —1 < x < 1 igin negatiftir: fonksiyon (— o ,—1) ve (1, o ) da
artan, (—1,1) de azalandir.

Grafikte kesikli ¢izgiler turevin sifir oldugu noktalari gosterir. Grafik bu ¢izgiler arasinda alc¢alir, disinda
yUkselir; isaretlenen iki nokta grafigin tepe ve cukur noktalaridir.

Uc aralikh bir 6rnek daha

Turevin kokleri tam sayi oldugunda isaret tablosu ¢ok hizli yapilir ve hesap makinesine gerek kalmaz.
Tlrev carpanlarina ayrildiktan sonra her araliktan bir sayl denenir.
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¢ ORNEK
f(x) = x* — 6x* + 9x + 1 fonksiyonu verilsin.

Artan ve azalan oldugu araliklari bulalim.
f'(x) =3x>—12x+ 9 = 3(x — 1)(x — 3) tlr.

Fonksiyon (— o0 ,1) de artan, (1, 3) te azalan, (3, oo ) da yeniden artandir.

Her yerde artan fonksiyon

Turevi her gergek sayida pozitif olan fonksiyon her yerde artandir. Bu fonksiyonlarin grafigi hicbir yerde
alcalmaz ve yatay eksene paralel bir dogru grafigi en fazla bir kez keser.

¢ ORNEK
f(x) = x* + x fonksiyonu verilsin.

Fonksiyonun her yerde artan oldugunu gosterelim.
f'(x) =3x>+1olur.

3x? > 0 oldudu igin f'(x) > 1 > 0 dir; fonksiyon her yerde artandir.

Turevin sifir oldugu ama artan

Tlrevin bir noktada sifir olmasi, fonksiyonun orada yon degistirdigi anlamina gelmez. Tirev sifir oldugu
noktanin iki yaninda ayni isareti tasiyorsa fonksiyon ayni yénde devam eder.

2 ORNEK
f(x) = x3 fonksiyonu verilsin.

Fonksiyonun artan olup olmadigini inceleyelim.
f'(x) = 3x2 dir; tirev x = 0 da sifir, diger bitlin noktalarda pozitiftir.

Turev sifirin iki yaninda pozitif oldugu icin fonksiyon her yerde artandir.

Bu ylzden artanlik icin tam kural sodyledir: tlirev bir aralikta sifir ya da pozitifse ve yalnizca tek tek
noktalarda sifir oluyorsa fonksiyon o aralikta artandir.

@ HAP BILGI
Tlrevin bir noktada sifir olmasi yon degisimi demek degildir; noktanin iki yanindaki isaret
karsilastirilir.

Her yerde artan olma kosulu

Parametreli bir fonksiyonun her yerde artan olmasi icin tlirevinin hicbir yerde negatif olmamasi gerekir.
TUrev ikinci dereceden bir ifadeyse bu, bas katsayinin pozitif ve diskriminantin sifir ya da negatif

olmasi demektir.
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2 ORNEK
f(x) = x* + ax* 4+ 3x fonksiyonu verilsin.

Fonksiyonun her yerde artan olmasi i¢in a nin alabilecegi degerleri bulalim.
f'(x) = 3x% + 2ax + 3 tlr; her yerde negatif olmamasi igin A = 4a? — 36 < 0 olmalidir.

a’> <9, yani =3 < a < 3 bulunur.

Diskriminantin sifir oldugu u¢ degerlerde tirev tek bir noktada sifir olur; dnceki bolimde goruldiugu gibi
bu, artanligi bozmaz.

Rasyonel fonksiyon

Rasyonel fonksiyonlarda tirevin paydasi kare oldugu igin pozitiftir ve isareti yalnizca pay belirler. Tanim
kimesi disindaki noktalar da isaret tablosuna eklenir.

¢ ORNEK

f) =

Artan ve azalan oldugu araliklari bulahm.

X

fonksiyonu verilsin.
x2+1

— x2
fx)= (lszl)z olur; pay —1 ve 1 de sifirdir.
X

Fonksiyon (—1,1) de artan, (— oo ,—1) ve (1, oo ) da azalandir.

Asimptot ve araliklarin birlesimi

Tanim kiimesi parcaliysa artanlik ve azalanlik her pargcada ayri ayri sOylenir. Parcalarin birlesimi
Uzerinde ayni sonug gegerli olmayabilir.

o ORNEK
x+1 . A
fx) = — fonksiyonu verilsin.
o

Artan ve azalan oldugu araliklari inceleyelim.

£ =~

: 21)2 < 0 dir; fonksiyon (— o0 ,1) ve (1, oo ) araliklarinin her birinde azalandir.
_

Ama birlesim Uzerinde azalan degildir: 0 < 2 oldugu halde f(0) = —1 < f(2) = 3 tur.

A DIKKAT
Kesikli araliklarda birlesim yazip fonksiyonun orada azalan oldugunu soylemek.

Azalanlik tek bir aralik Uzerinde tanimlanir. Asimptotun iki yanindaki araliklar ayri ayri yazilmalidir.

Mutlak degerli fonksiyon

Mutlak degerli fonksiyonlarda tirev, i¢teki ifadenin sifir oldugu noktalarda tanimsiz olabilir. Bu noktalar
da isaret tablosuna kritik nokta olarak eklenir; fonksiyon bu kdselerde de yon degistirebilir.
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2 ORNEK
f(x) = | x* — 4|fonksiyonu verilsin.

Artan ve azalan oldugu araliklari bulalim.

pc| > 2iken f(x) = x*—4ve f'(x) =2x; x| <2iken f(x) =4 — x*ve f'(x) = —2x olur. Kritik
noktalar —2, 0 ve 2 dir.

Fonksiyon (— oo , —2) de azalan, (—2,0) da artan, (0, 2) de azalan, (2, o ) da artandir.

Kokli fonksiyon

Kokl fonksiyonlarda tanim kiimesi kék icinin negatif olmadigi degerlerle sinirlidir. isaret tablosu
yalnizca bu kapali aralikta yapilr.

¢ ORNEK
f(x) =+/4 —x2 fonksiyonu verilsin, =2 < x < 2.
Artan ve azalan oldugu araliklari bulalim.
0 _ X
fo=-2=

Fonksiyon [—2,0] da artan, [0, 2] de azalandir; grafigi yarim cemberdir ve en yliksek noktasi (0, 2)
dir.

olur; pay x = 0 da sifirdir.

Ustel fonksiyonlu 6rnek

Ustel fonksiyon her zaman pozitif oldugu icin tiirevde ortak carpan olarak ciktiginda isarete hicbir
sekilde etki etmez. isaret yalnizca kalan ¢arpandan okunur.

o ORNEK

f(x) = xe* fonksiyonu verilsin.

Artan ve azalan oldugu araliklari bulalim.

f'(x) =€e*(1 + x) olur; isaret yalnizca 1 + x e baglidir.

Fonksiyon (— oo ,—1) de azalan, (—1, oo ) da artandir.

Logaritmik fonksiyonlu 6rnek

Logaritmali fonksiyonlarda tanim kiimesi pozitif sayilarla sinirlidir. isaret tablosu yalnizca bu kiime
Uzerinde yapllir ve sifirin solu tabloya hi¢ yaziimaz.
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2 ORNEK
1 . .

fx) = = fonksiyonu verilsin, x > 0.
X

Artan ve azalan oldugu araliklari bulalim.
)=

Fonksiyon (0, e) de artan, (e, co ) da azalandir.

1—Inx
olur; pay x = e de sifirdir.

x2

Bu sonug ilging bir karsilastirmayr mimkdn kilar: fonksiyon e den sonra azaldidi igin 1%3 > 1%4 tar;

buradan 4° > 3* degil, 3* > 43 oldugu cikar ve gercekten 81 > 64 tir.

Trigonometrik fonksiyonlar

Trigonometrik fonksiyonlarda turevin sifir oldugu noktalar periyodik olarak ve sonsuz kez tekrar eder.
Bu yuzden inceleme genellikle bir periyotluk aralikta yapilir.

2 ORNEK
[0,27] arahginda f(x) = sinx fonksiyonu verilsin.
Artan ve azalan oldugu araliklari bulalim.

, . .3
f(x) = cosx tir ve = ile = de sifir olur.

SinuUs [0,%] ve [3?”,271] da artan, [g%’r] de azalandir.

o ORNEK
[0,27] araliginda f(x) = x + 2cosx fonksiyonu verilsin.

Azalan oldugu araligi bulalim.

f'(x) =1 — 2sinx tir; sinx = % icin x = % ya da S?” olur.

Tlrev bu iki nokta arasinda negatiftir; fonksiyon (7—;, %ﬂ) araliginda azalandir.

Grafikten tirevin isaretini okumak

Fonksiyonun grafigi verilmisse turevin isareti dogrudan okunur: grafigin ytkseldigi araliklarda tlrev
pozitif, alcaldigi araliklarda negatif, tepe ve cukur noktalarinda sifirdir.

Tersine, turevin grafigi verilmisse fonksiyonun davranisi okunur. TlUrev grafiginin yatay eksenin
dstinde kaldigi araliklarda fonksiyon artan, altinda kaldigi araliklarda azalandir. Turev grafiginin ekseni
kestigi noktalar fonksiyonun yon degistirebilecegi yerlerdir. Bu iki okuma yonu sinavlarda sik sorulur ve
birbirine karistirimamahdir.

Turevle esitsizlik ispati
Artanlik, iki ifade arasindaki bir esitsizligi ispatlamak icin giiclii bir aractir. iki ifadenin farki bir fonksiyon
olarak yazilir, tirevinden davranisi incelenir ve en kiguk degerinin sifir oldugu gosterilir.
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2 ORNEK
Her x igin e* > 1 + x esitsizligi verilsin.

Esitsizligi tUrevle ispatlayalim.
g(x) = e*—1—xolsun; g'(x) = ¥ — 1 dir ve x < 0 i¢in negatif, x > 0 igin pozitiftir.

g sifira kadar azalir, sonra artar; en kicik degeri g(0) = 0 dir. Bu ylzden her x igin g(x) > 0 olur.

o ORNEK
Pozitif x ler icin x > sinx esitsizligi verilsin.

Esitsizligi tlrevle ispatlayalim.
g(x) = x —sinx igin g'(x) = 1 — cosx > 0 dir ve tiirev yalnizca tek tek noktalarda sifirdir.

g artandir ve g(0) = 0 oldugundan pozitif x ler i¢in g(x) > 0, yani x > sinx olur.

Artanlikla esitsizlik cozmek

Artan bir fonksiyonda biyik girdi blyuk ¢ikti verir. Bu ylzden f artansa f(a) < f(b) esitsizligia < b
esitsizligine denktir. Boylece ¢ozulmesi zor gorlinen bazi esitsizlikler kolayca ¢ozuldr.

2 ORNEK
x> + x > 2 esitsizligi verilsin.

C6zum kimesini bulalim.
f(x) = x3 + x her yerde artandir ve f(1) = 2 dir.

Esitsizlik f(x) > f(1) bi¢cimindedir; artanlik nedeniyle x > 1 bulunur.

Kok sayisi

Bir aralikta artan ya da azalan bir fonksiyon o aralikta her degeri en fazla bir kez alir. Bu ylizden
artanlik, bir denklemin ka¢ koki oldugunu belirlemeye yardim eder.

¢ ORNEK
x> + x — 1 = 0 denklemi verilsin.

Denklemin kag gercek koku oldugunu bulalim.

f(x) = x3+ x — 1in tlrevi 3x?> + 1 > 0 oldugundan fonksiyon her yerde artandir; bu ytizden en
fazla bir koku vardir.

f(0)=—-1<0ve f(1) =1 > 0 oldugundan bir kok vardir; denklemin tam olarak bir gergek koki
bulunur.

= HAP BILGI

Bir aralikta artan ya da azalan bir fonksiyon o aralikta her degeri en fazla bir kez alir.
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Artanlik ve birebirlik

Bir aralikta artan ya da azalan bir fonksiyon o aralikta birebirdir: farkl x ler farkl degerler verir. Birebir
fonksiyonlarin tersi tanimlidir; bu ytizden tlrevin isareti, bir fonksiyonun tersinin olup olmadigini da
gosterir.

Ornegin x3 + x her yerde artan oldugu icin biitiin gercek sayilarda tersi vardir, ama bu tersin formiliini
yazmak kolay degildir. x? ise her yerde birebir degildir; ancak [0, oo ) araligina kisitlandiginda artan olur
ve tersi \/‘x tir. Ters fonksiyon kavrami icin Ters Fonksiyon yazisina bakabilirsin.

Giinlik hayatta artan ve azalan

Bir aracin konumunun tirevi hizidir. Hiz pozitifken arac ileri gider ve konum artar, negatifken geri gider
ve konum azalir. Hizin sifir oldugu anlar aracin durup yoén degistirebilecegi anlardir.

Bir isletmenin kari da benzer bigimde incelenir: kar fonksiyonunun tirevi pozitif oldugu strece uretimi
artirmak kari artirir. Tlrev negatife dondigtinde Uretimi artirmak kari azaltmaya baslar. Bu donim
noktasi, karin en yiksek oldugu Uretim miktaridir ve Turevde Maksimum ve Minimum Nasil Bulunur?
yazisinin konusudur.

o HAP BILGI

Gilindelik hayatta

Bir firinin giinliik kari x tepsi pisirildiginde K(x) = —x? 4+ 40x — 300 lira olsun.

K'(x) = —2x + 40 oldugu icin 20 tepsiye kadar her ek tepsi kari artirir, 20 tepsiden sonra azaltir.

Sinavda artan ve azalan

B SINAVDA NASIL CIKAR
ileri diizeyde (AYT) bu konu; artan ve azalan araliklari bulma, her yerde artan olma kosulu, tiirev
grafiginden fonksiyon davranisi okuma ve parametreli sorular biciminde karsina gikabilir.

Maksimum ve minimum sorulari da ayni isaret tablosuna dayanir.
TUrevi mutlaka carpanlarina ayir; isaret tablosu ancak bdyle hatasiz yapilir. Parametreli her yerde

artanlik sorusunda tlrev ikinci dereceden cikiyorsa diskriminant kosulunu yaz, esitlik durumunu da
dahil etmeyi unutma.
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Sik yapilan hatalar

Hata Dogrusu

Fonksiyonun isaretine bakmak TUrevin isaretine bakilir

Tlrev sifirsa yon degisir sanmak iki yandaki isaret karsilastirilir

Tanim kiimesini unutmak isaret tablosu tanim kiimesinde yapilir
Asimptotun iki yanini birlestirmek Araliklar ayri yazihr

Her yerde artanlikta A < 0 yazmak A<L0

Tlrev grafigini fonksiyon grafigi gibi okumak Tlrevin isaretine bakilr

En sik hata fonksiyonun kendisinin pozitif olmasini artanlikla karistirmaktir. Negatif degerler alan bir
fonksiyon da artan olabilir; dnemli olan degerin kendisi degil, degisimin yonudur.

< Hap bilgi 6zeti
0 Tlrevin isareti, fonksiyonun yonuni gosterir.

Pozitif tUrev yukselen, negatif tirev alcalan grafik demektir.

e TUrevin isareti yalnizca turevin sifir ya da tanimsiz oldugu noktalarda degisebilir; bu noktalar
isaret tablosuna yazllir.

o Tlrevin bir noktada sifir olmasi yon degisimi demek degildir; noktanin iki yanindaki isaret
karsilastirihr.

° Bir aralikta artan ya da azalan bir fonksiyon o aralikta her degeri en fazla bir kez alir.

e Glindelik hayatta
Bir firinin glinltik kar x tepsi pisirildiginde K(x) = —x? + 40x — 300 lira olsun.

K'(x) = —2x + 40 oldugu icin 20 tepsiye kadar her ek tepsi kari artirir, 20 tepsiden sonra azaltir.

@ Sik sorulanlar

Artan fonksiyon nedir?

Bir aralikta x blyudikce degeri de blyuyen fonksiyondur. Araliktaki her x1 kliclktir x2 icin f(x1)
kucUktlr f(x2) olur.

Artan ve azalan araliklar tiirevle nasil bulunur?

Turev alinir, sifir ve tanimsiz oldugu noktalar bulunur ve bu noktalar arasindaki araliklarda ttirevin
isaretine bakilir. Pozitif tlrev artan, negatif tlirev azalan demektir.
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Turev sifir olursa fonksiyon yon degistirir mi?

Her zaman degil. x kiip fonksiyonunda tirev sifirda sifirdir ama iki yaninda pozitif oldugu igin
fonksiyon artmaya devam eder.

Bir fonksiyonun her yerde artan olmasi icin ne gerekir?

TUrevin hicbir yerde negatif olmamasi gerekir. Tlrev ikinci dereceden bir ifadeyse bas katsayi
pozitif, diskriminant sifir ya da negatif olmalidir.

1boli x azalan bir fonksiyon mudur?

Eksi sonsuzdan sifira ve sifirdan arti sonsuza kadar olan araliklarin her birinde azalandir, ama bu
iki araligin birlesiminde azalan dedgildir.

Artan fonksiyonun tersi var midir?

Evet. Bir aralikta artan fonksiyon o aralikta birebirdir ve tersi tanimlidir.
Turev grafiginden fonksiyonun artan oldugu yer nasil okunur?

Turev grafiginin yatay eksenin Ustinde kaldigi araliklarda fonksiyon artan, altinda kaldigi
araliklarda azalandir.

v= Kontrol listesi

O

Artan ve azalan fonksiyonu tanimlayabiliyorum.

Tlrevin isaretiyle fonksiyonun yonu arasindaki iliskiyi aciklayabiliyorum.
isaret tablosu ydntemiyle artan ve azalan araliklari bulabiliyorum.
Polinom fonksiyonlarin artan ve azalan araliklarini bulabiliyorum.
Rasyonel, Ustel ve logaritmik fonksiyonlari inceleyebiliyorum.
Trigonometrik fonksiyonlarin artan ve azalan araliklarini bulabiliyorum.
Her yerde artan olma kosulunu parametreli sorularda kullanabiliyorum.
Tarevin sifir oldugu ama yon degismeyen durumlari taniyabiliyorum.

TUrevle esitsizlik ispatlayabiliyorum.

O 00000000

Artanlikla kok sayisini ve birebirligi belirleyebiliyorum.
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BBOTE f Veterito

Egitim fakuiltesi ve 6gretmenlik diistinenler igin: Hayvanseverlerin sosyal medyasi ve veteriner akilli
bélim rehberleri, 6gretmenlik meslegdi ve egitim klinik ydnetim uygulamasi.
teknolojileri Uizerine kaynakli yazilar.

veterito.com
bote.web.tr
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