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I Limit, Tirev, integral AYT

Carpimin Turevi Nasil Alinir?

iki fonksiyonun carpiminin tiirevi, tiirevlerin carpimi degildir. Carpim kuralina gére birinci fonksiyonun
tlrevi ikinciyle, birinci fonksiyon ikincinin tlreviyle carpilir ve bu iki terim toplanir. Bu yazida
tdrevlerin carpiminin neden yanlis oldugunu, carpim kuralini ve onun dikdortgen alaniyla geometrik
ispatini, limitle ispatini, polinom, Ustel, trigonometrik ve logaritmik ¢carpimlarda kullanimini, bir
noktadaki tirev degerini, U¢ ¢arpanl kurall, sonucu ortak paranteze almayi, zincir kuraliyla birlikte

kullanimi, ikinci tlrevi ve degisim orani uygulamalarini ¢dzimlu érneklerle ele aliyoruz.
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Carpimin tiirevi neden 6zel?

W ONCE SUNLARI BiL
Bu yaziyl daha rahat anlamak icin temel tlirev kurallarini ve tirevin tanimini biliyor olman yeterli.

Temel bilgiler icin Turev Alma Kurallari ve Turevin Tanimi ve Turev Nasil Bulunur? yazilarina g6z

at.

Toplamin tlrevi tirevlerin toplamidir; bu ylizden ¢arpimin tirevinin de tlirevlerin ¢arpimi oldugunu
diustinmek dogaldir. Ancak bu dislince yanhstir. En basit 6rnekle gorulir: x - x = x? dir ve tlrevi 2x tir;
oysa iki carpanin tiirevleri 1 ve 1 oldugdu icin carpimlari 1 olur. iki sonug farklidir.

Kapaktaki 6grenciler bir dikdortgenin genisligini ve yliksekligini iki ayri kaydiriciyla dedistiriyor. Alan,
genislik ile ylUksekligin carpimidir; iki kenar birlikte degistiginde alandaki degisimin iki ayri kaynagdi
vardir. Carpim kural bu iki kaynadi ayri ayri hesaplayip toplar.

Carpim kurali

f ve g turevli iki fonksiyon olsun. Carpimlarinin tiirevi, birinci fonksiyonun tirevi ile ikincinin ¢arpimina
birinci fonksiyon ile ikincinin trevinin ¢arpimi eklenerek bulunur:

(f-&=f-g+f¢g

Kural sozle sdyle hatirlanir: birincinin turevi ¢arpi ikinci, arti birinci ¢arpi ikincinin turevi. Toplamda iki
terim vardir ve her terimde carpanlardan yalnizca biri tlirevienir.
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@ HAP BILGI
Carpimin turevinde her seferinde tek bir carpan tirevlenir.

iki terim toplanir; tiirevlerin carpimi alinmaz.

Geometrik ispat: dikdortgenin alani

Kenarlari f ve g olan bir dikdértgen dusun. Alani f - g dir. Kenarlar ¢ok ku¢lik Af ve Ag miktarlari kadar
uzarsa yeni alan (f + Af)(g + Ag) olur.

Alan artigi U¢ parcadan olusur: yanda Af - g lik bir serit, Ustte f - Ag lik bir serit ve kdsede Af - Ag lik
kicuk bir kare. Artis bir zaman araligina bolinulp aralik sifira goturdltnce iki serit tlrevin iki terimine
donusur; kdsedeki kare ise iki kliclk sayinin ¢carpimi oldugu icin ortadan kalkar.

Bu ylzden ¢arpim kuralinda iki terim vardir ve GgUncU bir terim yoktur. Kapaktaki diizenekte
kaydiricilar gcok az hareket ettirildiginde alana eklenen seritler tam olarak bunlardir.

Limitle ispat

Kural tlrevin tanimindan da ispatlanir ve bu ispat geometrik fikrin cebirsel karsiligidir. Tanimdaki farka
f(x + h)g(x) terimi bir kez eklenip bir kez ¢ikarilir; bdylece fark iki pargaya ayrilr:

fCGe+h) (gl +h)—g(x)) +g(x)(f(x+h) — f(x))

Her parga h ye bolunup limit alininca birincisi f(x)g'(x) e, ikincisi g(x)f'(x) e gider. Burada f tlrevli
oldugu icin siirekli oldugu ve f(x + h) nin f(x) e gittigi kullanilir. iki sonug toplaninca carpim kurali elde
edilir.

Sabitle carpim bir 6zel durumdur
Carpanlardan biri sabitse ¢carpim kurali, bilinen sabitle carpim kuralina dontsUr. Sabitin tlrevi sifir

oldugu igin birinci terim kaybolur: (¢c- f)' =0-f+c-f =c- f.

Bu gd6zlem, ¢arpim kuralinin diger kurallarla ¢elismedigini gosterir. Genel bir kural, 6zel durumlarda
daha 6nce 6grenilen sonugclari vermelidir; carpim kurali bu sinavi gecer.

Kuvvet kurali carpimdan ¢ikar

Carpim kurall cok sayida ¢arpana genellenir: her terimde bir garpan tirevlenir ve butln terimler

n—1

toplanir. x" yi n tane x in garpimi olarak distnUrsek her terim x olur ve n tane terim vardir.

Boéylece (x")' = nx"~! sonucu yeniden elde edilir. Ornegin x3> = x - x - x igin (i¢ terimin her biri x2 dir ve
toplam 3x? olur. Kuvvet kurali, carpim kuralinin en sik kullanilan sonucudur.

ilk 8rnek: kontrol

Kurali acilabilen bir carpimla denemek, dogru uygulandigini gérmenin en iyi yoludur. Ayni fonksiyonun
turevi iki yoldan bulunur ve sonuglar karsilastirilir.
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2 ORNEK
h(x) = (2x + 1)(x* — 3) fonksiyonu verilsin.

TUrevini carpim kuraliyla bulup agarak kontrol edelim.
Carpim kurali: 2(x? — 3) + (2x + 1)(2x) = 6x? + 2x — 6 olur.

Acarak: h(x) = 2x3 + x> — 6x — 3 ve h'(x) = 6x? + 2x — 6; iki sonuc aynidir.

Polinom carpimlarinda agcmak ¢cogu zaman daha kisadir. Carpim kurali ise agilmasi zor ya da imkansiz
olan carpimlarda, érnegin bir polinomla bir Ustel ya da trigonometrik fonksiyonun carpiminda
vazgecilmezdir.

Ustel fonksiyonla carpim

e* in tlrevi kendisi oldugu igin, bir polinomla e* in carpiminin tirevinde e* her iki terimde de gorundr ve
ortak paranteze alinir.

2 ORNEK

h(x) = x3e* fonksiyonu verilsin.
Tarevini bulalim.

f=x3g=¢e* h(x) =3x%" + x3¢* olur.

Ortak ¢arpan alininca h'(x) = x?e*(x + 3) olur.

Ortak paranteze alinmis bicim, turevin sifir oldugu noktalari hemen gosterir: x = 0 ya da x = —3. GUnkU
e* hicbir zaman sifir olmaz.

@ HAP BILGI
Polinomla e* carpiminin tlirevinde e* ortak paranteze alinir: (x"e*)' = e¥(nx"~1 + x").

Sifirlari bulmak

Carpim kuraliyla elde edilen tlrev sadelestirilip carpanlarina ayrilirsa, tlrevin sifir oldugu yerler yani
yatay tegetli noktalar kolayca bulunur.

o ORNEK

h(x) = xe* fonksiyonu verilsin.

Tdrevini ve turevin sifir oldugu noktayi bulalim.
h'(x) = e* + xe* = e*(1 + x) olur.

e* pozitif oldugu igin tlrev yalnizca x = —1 de sifirdir; bu noktada teget yataydir.
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Trigonometrik carpim

Trigonometrik fonksiyonlarin ¢arpiminda da kural aynidir. Sonu¢ ¢odu zaman trigonometrik
O0zdesliklerle sadelesir; bu ylizden turevi aldiktan sonra bilinen bir formule benzeyip benzemedigine

bakmak yararldir.
2 ORNEK
h(x) = sinxcosx fonksiyonu verilsin.
TUrevini bulahm ve sadelestirelim.
h'(x) = cosx - cosx + sinx - (—sinx) = cosx — sin’x olur.

iki kat aci formiiliiyle h'(x) = cos2x bulunur.

Sonug baska bir yoldan da dogrulanir: sinxcosx = Esian oldugundan tirev i -2€082x = cos2x tir.

Formiiliin ayrintisi icin iki Kat Aci ve Yarim Aci Formiilleri yazisina bakabilirsin.

Negatif isli Ustel carpim
Ussii negatif olan Uistel fonksiyonlarin tiirevinde zincir kurali geregi bir eksi isaret ortaya ¢ikar. Carpim
kuraliyla birlesince tirev, ortak paranteze alinarak isaret incelemesine hazir hale getirilir.

¢ ORNEK
h(x) = x?e™* fonksiyonu verilsin.

TUrevini ve tlrevin sifir oldugu noktalari bulalim.
H(x) = 2xe™* + x? - (—e™*) = xe (2 — x) olur.

Tlrev x = 0 ve x = 2 de sifirdir.

Polinom ve kosinus

Kosinlisun tlrevinde eksi isaret bulundugu icin polinom ile kosinlisiin carpiminda ikinci terim eksiyle
yazilir. isaret hatasi bu tiir sorulardaki en yaygin hatadir.

2 ORNEK
h(x) = xcosx fonksiyonu verilsin.

Tlrevini ve h'(7r) dederini bulalim.
h'(x) = cosx — xsinx olur.

h'(r) = —1—m-0 = —1 bulunur.

Logaritmik carpim

Logaritma bir polinomla ¢arpildiginda tiirevde logaritmanin tlrevi olan ! polinomla sadelesir. Bu ylzden
X

sonu¢ ¢cogu zaman basit bir ifadeye iner. Logaritmanin tanim kiimesi geregi bu tir fonksiyonlar

yalnizca pozitif x degerlerinde incelenir.
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2 ORNEK
h(x) = xInx fonksiyonu verilsin, x > 0.

TUrevini ve tUrevin sifir oldugu noktayi bulalim.
h(x) = 1-lnx+x-§ = Inx + 1 olur.

Inx = —1ise x = - bulunur; tirev bu noktada sifirdir.
e

Kokli carpim
Kok iceren carpimlarda kok once Uslu yazilir, sonra ¢carpim kural uygulanir; karekokin turevi #
olarak kullanilir. Sonucu tek bir kesir olarak yazmak icin ortak payda alinir.

¢ ORNEK

h(x) = \/)‘c (x — 1) fonksiyonu verilsin.

Tlrevini ve h'(1) degerini bulalim.

h(x) = %(x -1+ Vx olur; ortak paydayla 3;—\/;1 bulunur.

n(1) = ; =1 olur.

Bir noktadaki tirev degeri

Fonksiyonlarin kendileri degil yalnizca bir noktadaki degerleri ve tirev degerleri verilebilir. Carpim
kurall bu degerlerle dogrudan uygulanir; fonksiyonlarin formild bilinmese de ¢arpimin o noktadaki

tlrevi bulunur.

2 ORNEK

f(2) =3, f(2) = -1, g(2) = 4 ve g'(2) = 5 olsun.

(f - 2)'(2) degerini bulalim.

(f-8)(2) =122+ f(2)¢g(2) =(-1)-4+3-5o0lur.
Sonug 11 dir.

Bu tur sorularda fonksiyonlari bulmaya ¢calismak gereksizdir; kural yalnizca bu doért sayiyi ister.

U¢ carpanli kural

Carpan sayisi U¢ oldugunda kural genisletilir: her terimde carpanlardan yalnizca biri tlrevlenir ve (¢

terim toplanir:

(fgh)' = f'gh+ fgh+ fgh
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2 ORNEK
k(x) = x(x + 1)(x + 2) fonksiyonu verilsin.

k'(1) degerini bulalim.
k'(x)=(x+1)(x+2)+ x(x+2)+ x(x+ 1) olur.

k'(1) = 6+ 3 +2 =11 bulunur; acarak k(x) = x>+ 3x> +2xve k'(1) =3+ 6 +2 =11 ile de
dogrulanir.

= HAP BILGI
(fgh) = f'gh+ fg'h + fgh' olur; her terimde yalniz bir ¢carpan tirevlenir.

Tirevin isaretiyle davranis

Carpim kuralyla bulunan tirev ortak paranteze alindiginda isaret tablosu kolayca yapilir. Boylece
fonksiyonun nerede azaldigi, nerede arttigi ve en kiiclk degerini nerede aldigi bulunur.

2 ORNEK
h(x) = xe* fonksiyonu verilsin.

Artan ve azalan oldugu araliklari ve en kiguk degeri bulalim.
h'(x) = e*(1 + x); x < —1 igin negatif, x > —1 igin pozitiftir.

Fonksiyon x = —1 e kadar azalir, sonra artar; en kii¢lik deger h(—1) = ~Ldir.
e

Kare fonksiyon: 6zel durum

Carpim kural ayni fonksiyonun kendisiyle ¢arpimina uygulanirsa (fz)’ = f'f+ ff =2ff bulunur. Bu,
zincir kuralinin bir 6zel halidir ve kareli ifadelerin tlrevini agmadan almayi saglar.

2 ORNEK

h(x) = (x* + 1)* fonksiyonu verilsin.

TUrevini carpim kuralinin 6zel haliyle bulalim.
h(x) = 2(x*+1)-2x olur.

h'(x) = 4x3 + 4x bulunur; agarak alinan tirevle aynidir.

= HAP BILGI
(f*)' = 2f - ' olur; kareli ifadenin tiirevi agilmadan alinir.

Carpim ve zincir birlikte

Carpanlardan biri bileske bir fonksiyonsa, o ¢carpanin tlirevi zincir kuraliyla alinir ve ¢arpim kuralina
yerlestirilir; iki kural birbirini tamamlar ve sirayla uygulanir. Sonug genellikle ortak ¢arpanlar alinarak
sadelestirilir.
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2 ORNEK
h(x) = x*(3x + 1)4 fonksiyonu verilsin.

TUrevini bulup sadelestirelim.
R (x) = 2x(3x + 1)* + x2-4(3x + 1)’ - 3 olur.

Ortak carpan 2x(3x + 1) alininca h'(x) = 2x(3x + 1)*(9x + 1) bulunur.

Zincir kuralinin ayrintisi i¢in Bileske Fonksiyonun Turevi: Zincir Kurall yazisina bakabilirsin.

Carpimin ikinci tirevi

Carpim kurali iki kez uygulanirsa ikinci tiirev igin su formul ¢ikar: (fg)" = f'g +2f'g' + fg". Katsayilar,
binom acilimindaki 1, 2, 1 katsayilariyla aynidir. Ortadaki terim, iki carpanin birer kez turevlendigi iki
farkli siralamanin toplamindan gelir.

¢ ORNEK

h(x) = xe* fonksiyonu verilsin.

ikinci tirevini bulalim.

f=xicin f'=1, f'=0; g =e*icin butln tlrevler e* tir.

h'(x) = 0+ 2e* + xe* = e*(x + 2) olur.

Teget egimi uygulamasi
Carpim bicimindeki bir edrinin herhangi bir noktadaki teget egimi, carpim kuralyla bulunan tiireve o
nokta yazilarak hesaplanir. Egimin sifir ¢iktigi noktalar yatay tegetli noktalardir.

2 ORNEK

y = xe* egrisi verilsin.

Baslangi¢ noktasindaki teget egimini ve teget denklemini bulahm.

y' = e*(1 + x) oldugundan x = 0 da egim 1 dir.

Egri (0,0) dan geger; teget y = x olur.

Teget denklemi yazmanin genel yontemi TUrevde Tedet Denklemi Nasil Bulunur? yazisinda anlatiliyor.

Uygulama: degisen dikdortgen

Kenarlari zamanla degisen bir dikdortgenin alaninin degisim hizi ¢carpim kuraliyla bulunur. Kapaktaki
diizenegin sayisal karsiligi budur.
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¢ ORNEK
Bir dikddrtgenin uzun kenari 10 cm ve saniyede 2 cm uzuyor; kisa kenarl 5 cm ve saniyede 1 cm

uzuyor.
O andaki alanin degisim hizini bulalim.
A=u-kiseA'=u"-k+u-k'=2-5+10-1olur.

Alan saniyede 20 santimetrekare artmaktadir.

Ayni anda iki kenarin uzamasinin etkisi ayri ayri hesaplanip toplanir: uzun kenarin uzamasi 10, kisa
kenarin uzamasi 10 santimetrekare katki yapar.

Uygulama: gelir

Ekonomide gelir, fiyat ile satis miktarinin carpimidir. Fiyat ve miktar zamanla degisiyorsa gelirin degisim
hizi carpim kuraliyla bulunur ve iki etki birbirini dengeleyebilir.

2 ORNEK

Bir Grtinlin fiyat p(t) = 20 + ¢t TL ve glinlik satis miktari q(t) = 100 — 2t adet olsun.
t = 0 anindaki gelirin degisim hizini bulalim.

R=p-q+p-q =1-100+ 20-(—2) olur.

Gelir giinde 60 TL artmaktadir; fiyat artisinin etkisi satis dustsliniin etkisinden biyuktur.

= HAP BILGI
Gundelik hayatta
Bir kafede kahvenin fiyatl her ay 2 lira artarken satisi her ay 30 fincan azaliyor.

Fiyat 50 lira, satis 900 fincanken aylik ciro ayda 2 -900 + 50 - (—30) = 300 lira artar.

Parametreli carpim

Carpanlardan birinde bilinmeyen bir katsayi varsa ve bir noktadaki tlirev degeri verilmisse, ¢carpim
kurali uygulanip nokta yerine yazilir; ortaya ¢ikan denklem katsayiyi verir.

o ORNEK

h(x) = (x* + a)e* ve h'(0) = 3 olsun.

a degerini bulalim.

H'(x) = 2xe* + (x? + a)e* oldugundan 4'(0) = 0 + a olur.

a = 3 bulunur.

Acmak mi, kural mi?

Carpim kurall her carpimda zorunlu degildir. Hangi yolun daha kisa oldugu carpanlarin tirline baghdir:
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Carpim Onerilen yol

iki kisa polinom Acip terim terim tlirev
Polinom ve e* Carpim kural

Polinom ve sinx Carpim kurali

Polinom ve Inx Carpim kurali

Yiksek kuvvetli parantez Carpim ve zincir kurali
x@-xP Usleri toplayip kuvvet kurali

Yalnizca bir noktadaki tiirev degeri isteniyorsa agmak yerine kural uygulayip sayly hemen yazmak
¢ogu zaman en hizh yoldur.

Sinavda carpimin tirevi

B SINAVDA NASIL GIKAR
ileri diizeyde (AYT) carpimin tiirevi; fonksiyon degerleri ve tiirev dederleri verilen sorular,
polinomla Ustel ya da trigonometrik fonksiyon ¢carpimlari ve teget egimi biciminde karsina cikabilir.

Carpim kural gogu zaman zincir ve bolim kurallariyla birlikte kullanihr.

Soruda f(a), f'(a), g(a) ve g'(a) gibi degerler verildiyse fonksiyonlari bulmaya ¢alisma; kurali bu dort
saylyla hemen uygula. Tlrevin sifir oldugu noktalar soruluyorsa sonucu ortak paranteze almayi

unutma.

Sik yapilan hatalar
Hata Dogrusu
(fey =rg (fey=fg+rg
iki terimden birini unutmak Her carpan bir kez tirevlenir
(fg) = f'g — fg yazmak Carpimda arti, bélimde eksi
Uc carpanda iki terim yazmak Uc terim vardir
e~ i ortak paranteze almamak Sifirlar ancak boyle gordltr
(fg)" = f'g" yazmak fg+2fg+fg

Carpim kuralini dogru hatirlayip hatirlamadigini denetlemek icin x - x ile dene: kural 1-x+ x-1 = 2x
vermelidir ve bu, x2 nin tlrevidir.

< Hap bilgi 6zeti

0 Carpimin turevinde her seferinde tek bir carpan turevlenir.

iki terim toplanir; tiirevlerin carpimi alinmaz.
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Polinomla e* ¢arpiminin tlirevinde e* ortak paranteze alinir: (x"e*)' = e¥(nx"~ ! + x").
(fgh)' = f'gh + fg'h + fgh' olur; her terimde yalniz bir ¢carpan tirevlenir.

(f*) = 2f - f' olur; kareli ifadenin tiirevi agilmadan alinrr.

Gundelik hayatta

Bir kafede kahvenin fiyati her ay 2 lira artarken satisi her ay 30 fincan azaliyor.

Fiyat 50 lira, satis 900 fincanken aylik ciro ayda 2 -900 + 50 - (—30) = 300 lira artar.

@ Sik sorulanlar

Carpimin tiirevi nasil alinir?
Birinci fonksiyonun turevi ikinciyle, birinci fonksiyon ikincinin tlireviyle carpilir ve bu iki terim
toplanir: (fg) Ussu esittir f Uissli g arti f g UssU.

Carpimin tiirevi tlirevlerin ¢arpimi midir?

Hayir. x ¢arpi x in tlrevi 2x iken tlrevlerin ¢arpimi 1 olur; iki sonug farklidir.

Ug fonksiyonun ¢arpiminin tiirevi nedir?

Her terimde yalnizca bir carpan tiirevlenir ve Ug¢ terim toplanir: f Gssi gh artif g dsstihartifgh
ussd.

x e Uizeri x in tlirevi nedir?

e Uzeri x art1 x e Uzeri X, yani e Uzeri x ¢arpl (x + 1) dir.

X In x in tlirevi nedir?

In x art1 1dir. TUrev x esittir 1 boll e noktasinda sifir olur.

Carpim kurali ne zaman kullanilmaz?

iki kisa polinomun carpiminda ifadeyi acip terim terim tiirev almak cogu zaman daha kisadir.

Carpimin tiirevi nasil ispatlanir?

Turevin tanimindaki farka ayni terim bir kez eklenip bir kez ¢ikarilir ve fark iki parcaya ayrihlr. Limit
alininca iki parca kuraln iki terimini verir.

Carpimin ikinci tiirevi nasil bulunur?

Carpim kural iki kez uygulanir ve sonug f iki Ussl g art1 2 f Ussl g UssU arti f g iki UssU olur.
Katsayilar binom acilimindaki 1, 2, 1 katsayilaridir.
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Y= Kontrol listesi

Carpimin tirevinin neden tlrevlerin carpimi olmadigini agiklayabiliyorum.
Carpim kuralini dogru yazip uygulayabiliyorum.

Kurali dikddrtgen alaniyla geometrik olarak aciklayabiliyorum.

Polinom ve ustel fonksiyon ¢arpimlarinin tirevini alabiliyorum.
Trigonometrik ve logaritmik ¢carpimlarin ttrevini bulabiliyorum.

Degerleri verilen fonksiyonlarla bir noktadaki tiirevi hesaplayabiliyorum.
Ug carpanli kural kullanabiliyorum.

Sonucu ortak paranteze alip tlrevin sifirlarini bulabiliyorum.

Carpim ve zincir kuralini birlikte uygulayabiliyorum.

O 0 00000000

Degisim orani problemlerini carpim kuraliyla ¢ézebiliyorum.

Bu belge hakkinda. Bu PDF, ahmetcelen.com.tr'deki Carpimin Turevi Nasil Alinir? yazisinin AC-040 kodlu belgesinin

1.0 strdmuaddir.

Suriim gecmisi ve degisiklikler: ahmetcelen.com.tr/d/ac-040/. Glincel stirimi ve bitln konularin PDF'lerini

ahmetcelen.com.tr/pdf/ adresinde bulabilirsiniz. Elinizdeki dosyanin bizim yayimladigimiz striimle birebir ayni olup

olmadigini ahmetcelen.com.tr/d/ adresinde denetleyebilirsiniz; dosya cihazinizdan disari génderilmez.
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