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I Limit, Tirev, integral AYT

Sureklilik Konu Anlatimi

Sureklilik, bir fonksiyonun grafiginin kopmadan, sicramadan ve bosluk birakmadan ilerlemesidir. Bir
noktadaki sureklilik, fonksiyonun o noktadaki degeri ile limitinin esit olmasiyla tanimlanir. Bu yazida
surekliligin sezgisel anlamini ve ¢ kosullu tanimini, kaldirilabilir, sicrama ve sonsuz slireksizlik
tdrlerini, strekli fonksiyon ailelerini, rasyonel fonksiyonlarin sireksiz oldugu noktalari, parcal
fonksiyonu surekli yapan parametreleri, mutlak deger ve tam deger fonksiyonlarini, aralikta
surekliligi, ara deger teoremini ve en blyulk ve en kiiglk deger teoremini ¢ozumll orneklerle ele
aliyoruz.
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Hap bilgi 6zeti

Sik sorulanlar

Kontrol listesi

Bu yaziyl daha rahat anlamak icin limiti ve soldan ve sagdan limiti biliyor olman yeterli.

Temel bilgiler igin Limit Konu Anlatimi ve Sagdan ve Soldan Limit Nasil Bulunur? yazilarina g6z at.

Bir fonksiyonun grafigi bir noktada kopmuyor, sigramiyor ve bosluk birakmiyorsa fonksiyon o noktada

sureklidir. Sezgisel olarak surekli bir grafik, kalem kagittan hic kaldiriimadan cizilebilir; kalemin

kaldiriimasi gereken her yer bir stireksizlik noktasidir.

Kapaktaki 6grenci iki yolu karsilastiriyor: Ustteki mavi yol bastan sona kopuksuz ilerliyor, alttaki ise

parcalardan olusuyor ve aralarinda bosluklar var. Ustteki yol siirekli bir grafige, alttaki siireksiz bir
grafige benzer. Bu yazi, bir grafigin hangi noktalarda koptugunu ve kopuklugun tlrini belirlemeyi

anlatiyor.

Bir noktada sureklilik

Sezgisel tanim limit diliyle kesinlestirilir. Bir f fonksiyonunun x = a noktasinda surekli olmasi i¢in U¢

kosulun birlikte saglanmasi gerekir:

Kosul
f(a) tanimli

lim f(x) var

lim f(x) = f(a)
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@ HAP BILGI
Sdreklilik icin limit, fonksiyonun degerine esit olmalidir.

Ucg kosuldan biri bile bozulursa fonksiyon o noktada siireksizdir.

Surekli bir ornek

Kosullarin nasil kontrol edildigini basit bir fonksiyonla gorelim. Polinomlarda ti¢ kosul da her noktada
kendiliginden saglanir.

¢ ORNEK

f(x) = x? + 1 fonksiyonu ve x = 2 noktasi verilsin.

Fonksiyonun bu noktada surekli olup olmadigini inceleyelim.

f(2) = 5 tir, yani fonksiyon tanimiidir. lim2 (x* 4+ 1) = 5 tir, yani limit vardir.
X —

Limit fonksiyon degerine esit oldugu icin f, x = 2 de sureklidir.

Tanimsiz noktada sireksizlik

Fonksiyon bir noktada tanimli degilse o noktada stirekli olamaz. Limit var olsa bile birinci kosul
saglanmaz. Paydayi sifir yapan noktalar ve kok icini negatif yapan degerler bu tir noktalarin en sik
gorulen ornekleridir.
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y = (x2 - 4)/(x - 2) grafigi

2 ORNEK
x2—4 q A8
fx) = — fonksiyonu verilsin.
o

x = 2 deki surekliligi inceleyelim ve fonksiyonu sirekli yapmanin yolunu bulalim.
f(2) tanimsizdir; ama x # 2 icin f(x) = x + 2 oldugundan limit 4 tir.

f(2) = 4 olarak tanimlanirsa fonksiyon x = 2 de surekli olur.

Bu tur sireksizlige kaldirilabilir stireksizlik denir: grafikte yalnizca tek bir nokta eksiktir ve o nokta
eklenerek bosluk kapatilabilir.

Sureksizligi gideren deger
Kaldirlabilir bir stireksizlikte fonksiyonun o noktadaki degeri bir bilinmeyenle verilebilir. Fonksiyonun
surekli olmast icin bu bilinmeyen, noktadaki limite esit olmahdir.
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¢ ORNEK
x # 3igin f(x) = );2%39 ve f(3) = k olsun.

Fonksiyonun x = 3 te surekli olmasi igin k yi bulalim.
X # 3 icin kesir x + 3 e sadelesir; limit 6 olur.

Sureklilik icin k = 6 olmalidir.

Limit ile degerin farkli olmasi
Fonksiyon tanimli ve limit var olsa bile ikisi farkliysa sureklilik yine bozulur. Grafikte nokta, egrinin gittigi

yerden koparilip baska bir yikseklige konmus gibidir.

2 ORNEK
x # 2icin f(x) =x+ 1 ve f(2) = 5olsun.

Surekliligi inceleyelim.
lim2 f(x) =3tirama f(2) = 5 tir.
X —

Limit degere esit olmadigdi igin fonksiyon x = 2 de stireksizdir; f(2) nin 3 olarak yeniden
tanimlanmasi sureksizligi kaldirr.

Sigrama siireksizligi

Soldan ve sagdan limitler var ama farkliysa grafik o noktada bir ylkseklikten baska bir ylikseklige
sigrar. Bu tir sureksizlik tek bir nokta degistirilerek kaldirilamaz; ¢linku limitin kendisi yoktur.

¢ ORNEK
x < ligin f(x) = x2, x > 1igin f(x) = x + 2 olsun.

x = 1 deki surekliligi inceleyelim.
Soldan limit 1, sagdan limit 3 tdr; limit yoktur.

Fonksiyon x = 1 de sigrama slreksizligine sahiptir; sicramanin buyukligi 3 — 1 = 2 dir.

Sonsuz sureksizlik

Fonksiyon bir noktanin yakininda sinirsiz biyidyor ya da kigUlUyorsa grafikte dikey bir asimptot vardir.
Bu noktada fonksiyon tanimsizdir ve limit sonlu bir sayi degildir.
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¢ ORNEK
1

fx) = — fonksiyonu verilsin.
x—
x = 2 deki surekliligi inceleyelim.

Soldan limit — oo , sagdan limit + co dur.

Fonksiyon x = 2 de sonsuz sireksizlige sahiptir; grafik x = 2 dogrusunun iki yaninda ters yonlere
kacar.

Sureksizlik turleri

Sureksizlikler, grafikte nasil goriindiklerine ve kaldirip kaldirllamayacaklarina gére siniflandirilir:

Tur Limit Grafikte Kaldirilabilir mi?
Kaldirilabilir Var Tek noktalik bosluk Evet
Sigrama Yok, iki yon farkli Basamak Hayir
Sonsuz Sonlu degil Dikey asimptot Hayir

Kaldirlabilir streksizlik, fonksiyonun o noktadaki degerinin limit olarak yeniden tanimlanmasiyla
giderilir. Diger iki turde boyle bir diizeltme mimkun degildir; clinkl ortada fonksiyonun gitmesi gereken
tek bir deger yoktur.

@ HAP BILGI
Kaldirilabilir stireksizlik tek bir deger degistirilerek giderilir.

Sicrama ve sonsuz slreksizlik ise bir deger degistirilerek giderilemez.

Surekli fonksiyon aileleri

Bircok temel fonksiyon tanimli oldugu her noktada sureklidir. Bu bilgi, streklilik sorularinda yalnizca
supheli noktalari incelemeyi yeterli kilar:

Fonksiyon Surekli oldugu yer

Polinomlar BUtln gercek sayilar

Rasyonel fonksiyonlar Paydayi sifir yapmayan noktalar
Kokl fonksiyonlar Tanim kiimesi

Ustel fonksiyonlar BUtlin gercek sayilar

Logaritma Pozitif sayilar

sinx ve cosx ButlUn gercek sayilar

Surekli fonksiyonlarin toplami, farki, carpimi ve bileskesi de sureklidir. Bolimleri ise paydanin sifir
olmadigi her noktada sureklidir.
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Rasyonel fonksiyonun siireksiz noktalari

Rasyonel bir fonksiyon yalnizca paydasini sifir yapan noktalarda sureksizdir. Bu noktalari bulmak icin
payda sifira esitlenir. Pay o noktada sifirdan farkliysa sureksizlik sonsuz tlirdendir; pay da sifirsa dnce
sadelestirme yapilir ve nokta yeniden incelenir.

¢ ORNEK
+1

X . a2
fx) = e p— fonksiyonu verilsin.
Fonksiyonun stireksiz oldugu noktalari bulalim.
Payda (x — 2)(x — 3) olarak garpanlarina ayrilir.

Fonksiyon x = 2 ve x = 3 te slireksizdir; diger biitiin noktalarda streklidir.

Her yerde siirekli oima kosulu

Bir rasyonel fonksiyonun btiin gercek sayilarda sirekli olmasi icin paydasinin hicbir gercek sayida sifir
olmamasi gerekir. Payda ikinci dereceden bir polinomsa bu, diskriminantin negatif olmasi demektir.

2 ORNEK
flx) = _*=1 _ fonksiyonu verilsin.
x2—2x+m
Fonksiyonun her yerde surekli olmasi icin m nin alabilecegi degerleri bulalim.
Paydanin gercek koklu olmamali: A =4 —4m < 0.

Buradan m > 1 bulunur.

Diskriminantin ayrintisi icin Diskriminant yazisina bakabilirsin.

@ HAP BILGI
Paydasi ikinci dereceden olan bir rasyonel fonksiyonun her yerde slirekli olmasi icin paydanin
diskriminanti negatif olmalidir.

Tanjant fonksiyonunun siirekliligi

Tanjant, sindsiin kosintise bolimuddur. Sinds ve kosinds her yerde siirekli oldugu icin tanjant, kosindsin
sifir olmadidi her noktada sureklidir; kosinUsun sifir oldugu x = g + km noktalarinda ise sonsuz
sureksizlik vardir.

¢ ORNEK
tanx fonksiyonu [0, 27r] araliginda verilsin.
Bu aralikta kac noktada sureksiz oldugunu bulahm.

Aralikta kosinus g ve 3?” noktalarinda sifirdir.

Tanjant bu iki noktada sireksizdir.
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Bileske fonksiyonun surekliligi
Surekli fonksiyonlarin bileskesi sureklidir. Distaki fonksiyonun sureksiz oldugu bir nokta varsa, i¢teki

fonksiyonun bu degeri aldigi her x te bileske sureksiz olur.

¢ ORNEK

f(x) = ﬁ ve g(x) = x? olsun.

f(g(x)) bileskesinin sureksiz oldugu noktalari bulalim.

f, 1 de slireksizdir; bu ylizden g(x) = 1, yani x> = 1 olan noktalar aranir.
1

x2—1

Bileske x = 1 ve x = —1 de slireksizdir; gercekten f(g(x)) = olur.

Parcali fonksiyonu siirekli yapmak

Parcall bir fonksiyonun kritik noktada slirekli olmasi icin soldan limit, sagdan limit ve fonksiyonun
degeri esit olmalidir. Kurallarda bilinmeyen varsa bu esitlik bir denklem verir.

o ORNEK
x < 2igin f(x) =ax—1, x > 2igin f(x) = x*> + a olsun.

Fonksiyonun her yerde slrekli olmasi i¢cin a yI bulahm.
Soldan limit 2a — 1, sagdan limit ve f(2) ise 4 + a dir.

2a —1 =4 + a denkleminden a = 5 bulunur.

Iki parametreli sureklilik
Kritik noktada fonksiyonun dederi ayrica tanimlanmissa t¢ dederin esitligi iki ayri denklem verir;
boylece iki bilinmeyen birlikte bulunur.

2 ORNEK

x<1ligin f(x)=x+a, f(1) =3ve x> 1igin f(x) = bx + 1 olsun.
Fonksiyonun x = 1 de sirekli olmasi icin a ve b yi bulahm.

Soldan limit f(1) e esit olmal: 1 + a = 3, yania = 2.

Sagdan limit f(1) e esitolmali: b+ 1 = 3, yani b = 2.

Mutlak deger fonksiyonu

|x| fonksiyonunun grafigi sifirda sivri bir kdse yapar ama kopmaz. Soldan ve sagdan limitler de
fonksiyonun degeri de 0 dir; bu ylizden mutlak deger fonksiyonu her yerde sureklidir.

Strekli bir fonksiyonun mutlak degeri de sireklidir: [x* — 4| gibi ifadeler grafikte kdseler olustursa da
hicbir yerde kopmaz. Koseli noktalarda tlirev yoktur ama sureklilik vardir; bu ayrim tlirev konusunda

onem kazanir.
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Tam deger fonksiyonu

| x | fonksiyonu her tam sayida bir birim si¢rar. Tam sayilarda soldan ve sagdan limitler farkli oldugu
icin bu noktalarda sureksizdir; tam sayi olmayan noktalarda ise sabit oldugu igin streklidir.

2 ORNEK
| x | fonksiyonu (0, 5) araliginda verilsin.

Fonksiyonun bu aralikta ka¢ noktada slreksiz oldugunu bulalim.
Araliktaki tam sayilar 1, 2, 3 ve 4 tir.

Fonksiyon bu dort noktada slireksizdir; 6rnegin x = 2,5 te sureklidir.

Aralikta sureklilik

Bir fonksiyon acik bir araligin her noktasinda siirekliyse o aralikta streklidir. Kapali bir [a, b] araliginda
sureklilik i¢in i¢ noktalarda sureklilik ve u¢ noktalarda tek yonlu sureklilik istenir: a da sagdan, b de
soldan limit fonksiyon degerine esit olmahdir.

Ornegin \/'x fonksiyonu [0, oo ) aralifinda streklidir. Sifirin solunda tanimli olmadi§i icin orada yalnizca

sagdan limite bakilir ve lim \/)‘c =0= \/ﬁ oldugu icin ug noktada da sureklilik saglanir.

x — 0T

Ara deger teoremi

Kapali bir [a, b] araliginda stirekli bir fonksiyon, f(a) ile f(b) arasindaki her degeri en az bir kez alir.
Ozellikle f(a) ile f(b) ters isaretliyse fonksiyon aralikta en az bir kez sifir olur; yani denklemin bu
aralkta koku vardir.

2 ORNEK

f(x) = x3 + x — 1 fonksiyonu [0, 1] araliginda verilsin.

f(x) = 0 denkleminin bu aralikta kdku olup olmadigini inceleyelim.

f(0) =—-1<0ve f(1) =1 > 0 dir; fonksiyon polinom oldugu i¢in sureklidir.

Ara deger teoremine gore (0, 1) araliginda en az bir kdk vardir.

Teorem sureklilige dayanir. L fonksiyonu [—1, 1] araliinda uglarda ters isaretli degerler alir ama hi¢ sifir
X

olmaz; ¢uinkl x = 0 da sUreksizdir.
@ HAP BILGI

[a, b] araliginda stirekli bir fonksiyonda f(a) ile f(b) ters isaretliyse bu aralikta en az bir kdk vardir.

Koki yaklasik bulmak

Ara deger teoremi, kokln yerini adim adim daraltmak icin de kullanilir. Aralik ikiye bolin(r, isaret
degisiminin oldugu yari secilir ve islem tekrarlanir. Bu yonteme ikiye bdlme ydontemi denir.
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2 ORNEK
Yine f(x) = x> + x — 1 fonksiyonu verilsin.

Kok daha dar bir araliga yerlestirelim.
f(0,5) = —0,375 < 0 oldugundan kok (0,5, 1) araligindadir.

f(0,75) = 0,171875 > 0 oldugundan kd&k (0,5, 0,75) araligindadir; gercek kdk yaklasik 0,682 dir.

En biyik ve en kiigik deger

Kapali bir aralikta surekli olan her fonksiyon bu aralikta bir en biyuk ve bir en kiicik deger alir. Bu
sonug, turevle en blyuk ve en kiglk deger bulma yonteminin gtvencesidir.

¢ ORNEK
f(x) = x* fonksiyonu [—1, 2] araliginda verilsin.

En buyuk ve en kicik degeri bulahm.
En klclUk deger x = 0 da alinir ve 0 dir.

En blyuUk deger x = 2 de alinir ve 4 tir.

Aralik kapali degilse teorem gecerli olmayabilir: ! fonksiyonu (0, 1] araliginda sireklidir ama sifira
X
yaklasirken sinirsiz bliyidigu igin en blyuk degeri yoktur.

Ginlik hayatta sireklilik

Sicaklik, bir aracin hizi ya da bir bitkinin boyu gibi nicelikler zamanla strekli degisir; bir anda bir
degerden digerine atlamazlar. Bu ylizden sabah 10 derece olan sicaklik 6glen 20 dereceyse, arada bir
anda tam olarak 15 derece olmustur; bu, ara deder teoreminin gunlik bir drnegidir.

Taksi Ucreti, kargo tarifesi ya da bir sinavdaki not baremi ise basamaklidir ve belirli esiklerde si¢rar. Bu
nicelikler slireksiz fonksiyonlarla modellenir ve esiklerin iki yaninda farkli degerler alir.

= HAP BILGI

Gundelik hayatta
Boyun 1,50 metreden 1,60 metreye ciktiysa arada bir giin tam 1,55 metre olmussundur.

Boy zamanla sirekli degistigi icin arada kalan her degerden gecer; bu, ara dedger teoreminin
sonucudur.

Sureklilik ve tirev

Bir fonksiyonun bir noktada tiirevi varsa o noktada mutlaka stireklidir. Tersi dogru dedildir: |x|
fonksiyonu sifirda sureklidir ama kose yaptidi icin orada tlrevi yoktur.

Bu yuzden sureklilik, tlrevin var olmasi icin gerekli ama yeterli olmayan bir kosuldur. Bir noktada
sureksiz olan fonksiyonun o noktada tlirevi olamaz; tlirev sorularinda 6nce sureklilik kontrol edilir.
TUrevin tanimi TUrevin Tanimi ve TUrev Nasil Bulunur? yazisinda anlatiliyor.
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Sinavda sireklilik

B SINAVDA NASIL GIKAR

ileri diizeyde (AYT) siireklilik; grafikten siireksiz noktalari bulma, parcali fonksiyonu siirekli yapan
parametre, rasyonel fonksiyonlarin suireksiz noktalari ve her yerde surekli olma kosulu bigiminde
karsina cikabilir.

Ara deger teoremi de kok varligi sorularinda kullanilir.

Sureklilik sorusunda 6nce sipheli noktalari belirle: parcal fonksiyonlarda kritik noktalar, rasyonel
fonksiyonlarda paydanin kdkleri, tam degerde tam sayilar. Diger noktalarda fonksiyon zaten sireklidir;
U¢ kosulu yalnizca stipheli noktalarda kontrol et.

Sik yapilan hatalar
Hata Dogrusu
Limit varsa slrekli sanmak Limit degere esit olmali
Tanimsiz noktada surekli demek Once tanimli olmali
Parcali fonksiyonda f(a) yi kontrol etmemek Uc deger esit olmali
Kdseli grafigi stireksiz sanmak |x| streklidir
Payda sifirken surekli demek Rasyonel fonksiyon orada suireksiz
Ara deger teoremini suireksiz fonksiyona uygulamak Sureklilik sart

Hatalarin codu U¢ kosuldan birini atlamaktan dogar. Sureklilik sorusunda kosullari sirayla yazmak,
hangisinin bozuldugunu ve sireksizligin tlrinld hemen gdsterir.

< Hap bilgi 6zeti

o Sureklilik icin limit, fonksiyonun degerine esit olmaldir.

Uc kosuldan biri bile bozulursa fonksiyon o noktada siireksizdir.

e Kaldirilabilir stireksizlik tek bir deger degistirilerek giderilir.

Sicrama ve sonsuz slreksizlik ise bir deger degistirilerek giderilemez.

e Paydasi ikinci dereceden olan bir rasyonel fonksiyonun her yerde siirekli olmasi icin paydanin
diskriminanti negatif olmalidir.

° [a, b] araliginda stirekli bir fonksiyonda f(a) ile f(b) ters isaretliyse bu aralikta en az bir kdk
vardir.
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o Gundelik hayatta
Boyun 1,50 metreden 1,60 metreye ¢iktlysa arada bir glin tam 1,55 metre olmussundur.

Boy zamanla surekli degistigi icin arada kalan her degerden gecer; bu, ara deger teoreminin
sonucudur.

® Sik sorulanlar

Sireklilik nedir?

Bir fonksiyonun grafiginin bir noktada kopmamasi, sigramamasi ve bosluk birakmamasidir. Limit ile
fonksiyon degerinin esit olmasiyla tanimlanir.

Bir fonksiyon bir noktada ne zaman siireklidir?

Fonksiyon o noktada tanimliysa, limiti varsa ve limit fonksiyonun degerine esitse sureklidir.

Kaldirilabilir stireksizlik nedir?

Limitin var oldugu ama fonksiyonun tanimsiz ya da farkl degerli oldugu sureksizliktir. Fonksiyon
degderi limit olarak tanimlanirsa sureksizlik kalkar.

Polinomlar stirekli midir?

Evet, polinomlar butlin gercek sayilarda streklidir. Rasyonel fonksiyonlar ise yalnizca paydayi sifir
yapan noktalarda sureksizdir.

Ara deger teoremi nedir?

Kapali bir aralikta surekli bir fonksiyon, u¢ degerleri arasindaki her degeri alir. Uclarda ters isaretli
dederler varsa aralikta en az bir kok vardir.

Mutlak deger fonksiyonu siirekli midir?

Evet. Grafik sifirda kdse yapar ama kopmaz; bu yluzden sireklidir. Ancak o noktada tirevi yoktur.

Tam deger fonksiyonu nerelerde siireksizdir?

Tam deger fonksiyonu her tam sayida bir birim sicradigi icin tam sayilarda sireksizdir. Tam sayi
olmayan noktalarda sabit oldugu icin sureklidir.

Turevli bir fonksiyon surekli midir?

Evet. Bir noktada tiirevi olan fonksiyon o noktada mutlaka stireklidir. Tersi dogru degildir; mutlak
deger fonksiyonu sifirda sireklidir ama tlrevi yoktur.

Y= Kontrol listesi

(] Surekliligin sezgisel anlamini agiklayabiliyorum.

(] Bir noktada streklilik icin ic kosulu kontrol edebiliyorum.
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Kaldirilabilir, sicrama ve sonsuz sireksizligi ayirt edebiliyorum.

Kaldirilabilir stireksizligi gidermek icin fonksiyonu yeniden tanimlayabiliyorum.
Sturekli fonksiyon ailelerini ve surekli olduklari yerleri biliyorum.

Rasyonel fonksiyonlarin stireksiz noktalarini bulabiliyorum.

Her yerde sureklilik i¢cin parametre kosulunu bulabiliyorum.

Parcali fonksiyonu slrekli yapan parametreleri bulabiliyorum.

Aralikta surekliligi ve ug noktalari inceleyebiliyorum.

Ara deger teoremiyle kok varligini gosterebiliyorum.

Bu belge hakkinda. Bu PDF, ahmetcelen.com.tr'deki Sureklilik Konu Anlatimi yazisinin AC-036 kodlu belgesinin 1.0
surimaddar.

Surim gecmisi ve degisiklikler: ahmetcelen.com.tr/d/ac-036/. Glincel sirimu ve bittn konularin PDF'lerini
ahmetcelen.com.tr/pdf/ adresinde bulabilirsiniz. Elinizdeki dosyanin bizim yayimladigimiz striimle birebir ayni olup
olmadigini ahmetcelen.com.tr/d/ adresinde denetleyebilirsiniz; dosya cihazinizdan disari gonderilmez.
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bélim rehberleri, 6gretmenlik meslegdi ve egitim klinik ydnetim uygulamasi.
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