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I Limit, Tirev, integral AYT

Sagdan ve Soldan Limit Nasil Bulunur?

Bir noktaya iki yonden yaklasilabilir: o sayidan klicUk degerlerden ya da buyuk degerlerden. Bu iki
yaklasmanin sonuclarina soldan ve sagdan limit denir ve limitin var olup olmadigi bu iki degerin
karsilastiriilmasiyla anlasilir. Bu yazida tek yonlu limitlerin tanimini ve gosterimini, parcall
fonksiyonlarda limit hesabini, limiti var yapan parametreyi bulmayi, mutlak degerli ifadeleri, tam
deger fonksiyonunu, paydasi sifir olan kesirlerde isaret incelemesini, Ustel ve trigonometrik érnekleri,
tanim kliimesinin u¢ noktalarini ve grafikten limit okumayi ¢6zUimli drneklerle ele aliyoruz.
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Limit Nasil
Bulunur?

Bir hedefe iki farkh yonden yaklagimi
ve sonuglarin uyusmasini gorsel
olarak karsilastirin.
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iki ysnden yaklasma

@ ONCE SUNLARI BiL
Bu yaziyl daha rahat anlamak icin limitin temel fikrini ve parcali fonksiyonlari biliyor olman yeterli.

Temel bilgiler icin Limit Konu Anlatimi yazisina g6z at.

Sayi dogrusunda bir a noktasina iki yénden yaklasilabilir. Soldan yaklasirken x degerleri a dan
kiiclktir, sagdan yaklasirken biiyiktir. iki ydnden yaklasirken fonksiyonun yéneldigi degerler farkli
olabilir; bu ylizden her yon ayri hesaplanir.

Kapaktaki 6grencilerden biri mavi bilyeleri hedefe soldan, digeri kirmizi bilyeleri sagdan yaklastiriyor.
iki dizi ayni hedefe ulasiyorsa limit vardir; farkl noktalara yéneliyorsa limit yoktur. Bu yazinin biitiin
sorulari bu karsilastirmaya dayanir ve her érnekte dnce iki yon ayri ayri hesaplanir.

Soldan ve sagdan limit

x, a dan kiclk degerlerle a ya yaklasirken f(x) in yoneldigi degere soldan limit, blylk degerlerle
yaklasirken yoneldigi degere sagdan limit denir:

Yon Gosterim Anlami

Soldan xlir%_ f(x) X < a iken yaklasma

Sagdan lim+ f(x) x > a iken yaklasma
X —a

Sayinin Ustlindeki eksi isareti soldan, arti isareti sagdan yaklasmayi gdsterir. Bu isaretler sayinin negatif
ya da pozitif oldugunu degil, yaklasma yoninu anlatir: x — 2~ ifadesi 1,9, 1,99, 1,999 gibi degerleri
dusundurdar.
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Limitin var olma kosulu

Bir noktada limitin var olmasi igin soldan ve sagdan limitlerin ikisinin de var olmasi ve birbirine esit
olmasi gerekir:

xli_r)na fx)=Les xlin;_ flx) = lim+ f(x)=L

@ HAP BILGI
Soldan limit ile sagdan limit esitse limit vardir ve bu ortak degerdir.

Farkliysa ya da biri yoksa limit yoktur.

Fonksiyonun a noktasindaki degeri bu kosulda yer almaz. Fonksiyon a da tanimsiz olsa ya da farkli bir
deger alsa bile iki yonln sonucu esitse limit vardir.

Parcali fonksiyonda esit limitler

Parcali fonksiyonlarda kuralin degistigi noktaya kritik nokta denir. Bu noktada iki yon ayri parcalardan
hesaplanir: soldan limit i¢in sol taraftaki kural, sagdan limit icin sag taraftaki kural kullanihr.
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Kirik dogru bigimindeki parcall fonksiyon

¢ ORNEK
x <2igin f(x)=x+1, x > 2icin f(x) = 2x — 1 olsun.

x = 2 deki limiti bulalim.
lim (2x—1) =3.

x—2"

Soldan limit: 111’1’21_ (x + 1) = 3. Sagdan limit:
X -

iki deger esit oldugu icin lim, f(x) =3 olur.
X —

Parcali fonksiyonda sigrama
iki parcanin ugclari ayni yiikseklige gelmiyorsa grafikte bir sigrama olusur. Bu durumda soldan ve

sagdan limitler farklidir ve limit yoktur.
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Sigramali parcal fonksiyon

2 ORNEK
x < licin f(x) = x%, x > 1icin f(x) = x + 2 olsun.

x = 1 deki limiti inceleyelim.
Soldan limit 12 = 1, sagdan limit 1 + 2 = 3 olur.

iki deger farkli oldugu icin lim f(x) yoktur; fonksiyonun degeri ise f(1) = 3 tir.
x—1

Grafikteki bos daire, sol parcanin ulasamadidi (1, 1) noktasini, dolu daire ise fonksiyonun gergekten

aldigi (1, 3) degerini g0sterir.

= HAP BiLGI
Parcalarin uglari ayni yukseklige gelmiyorsa grafik sigrar; soldan ve sagdan limitler farklidir ve

limit yoktur.
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Limiti var yapan parametre

Parcali fonksiyonun kurallarindan birinde bilinmeyen bir katsayi varsa, limitin var olmasi i¢in iki yonun
sonuglari esitlenir ve katsayi bulunur.

¢ ORNEK

x < 2icin f(x) = 3x+a, x > 2icin f(x) = x* + 1 olsun.
1im2 f(x) in var olmasi igin a yi bulalim.

X —

Soldan limit 6 + a, sagdan limit 5 tir.

6 + a = 5 olmali; a = —1 bulunur ve limit 5 olur.

U¢ parcali fonksiyon

Parcall bir fonksiyonun birden fazla kritik noktasi olabilir. Her kritik noktada yalnizca o noktanin iki
yanindaki parcalar kullanilir; diger parcalarin o noktadaki limitle ilgisi yoktur.

¢ ORNEK

x <0igin f(x) =x+2,0 < x < 2icin f(x) = x2, x > 2igin f(x) = 6 — x olsun.
x = 0 ve x = 2 noktalarindaki limitleri inceleyelim.

Xx = 0 da soldan limit 2, sagdan limit 0 dir; limit yoktur.

x = 2 de soldan limit 4, sagdan limit 6 — 2 = 4 tir; limit 4 olur.

iki parametreli parcali fonksiyon

iki kritik noktasi olan bir parcali fonksiyonda iki bilinmeyen varsa, her noktada limitin var olma kosulu
bir denklem verir. iki denklem birlikte ¢oziillir.

2 ORNEK
x<1ligin f(x)=x+a,1<x<3igin f(x) =2x+ b, x > 3igin f(x) = x> olsun ve iki noktada da
limit var olsun.

a ve b yi bulahm.
x =3te 6+ b =9olmall, yani b = 3.

x=1del+a=2+b=>5o0lmal, yani a =4 bulunur.

Mutlak degerliifadeler

Mutlak deger, icindeki ifadenin isaretine gére farkli kurallarla acilir. ici sifir yapan noktada mutlak deger
iki farkli ifadeye donustugu icin soldan ve sagdan limitler ayri hesaplanir.
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¢ ORNEK

Q X| . ang on._o
lim L limiti verilsin.
x—-0 x

Limiti inceleyelim.

x > 0iken |x | = x oldugundan kesir 1 dir; sagdan limit 1 olur. x < 0 iken |x | = —x oldugundan
kesir —1 dir; soldan limit —1 olur.

iki deger farkli oldugu icin limit yoktur.

¢ ORNEK
24

9 X . 0no q a
lim limiti verilsin.
xX—->2 |x—-2

Soldan ve sagdan limitleri bulalim.
X > 2 iken kesir x + 2 ye esittir; sagdan limit 4 olur.

x < 2 iken kesir —(x + 2) ye esittir; soldan limit —4 olur ve limit yoktur.

Karekok ve mutlak deger

Bir ifadenin karesinin karekokd, ifadenin kendisi dedil mutlak degeridir: 1/x2 = | x|. Bu esitlik gbzden
kacirilirsa tek yénla limitlerden biri yanlis hesaplanir.

2 ORNEK

lim Y |imiti verilsin.
x—>0 X
Soldan ve sagdan limitleri bulalim.
Pay |x| e esittir; sagdan yaklasirken kesir 1 olur.

Soldan yaklasirken kesir —1 olur; iki yon farkl oldugu icin limit yoktur.

@ HAP BILGI
VX2 = | x|olur.

x negatifken 1/x? ifadesi x degil, —x olur.

Tam deger fonksiyonu

Tam deger fonksiyonu | x |, bir sayidan biylik olmayan en biylk tam sayiyi verir: |2,7| = 2,
| —1,3| = —2. Grafigi basamaklidir ve her tam sayida bir birim sicrar.
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¢ ORNEK
| x | fonksiyonu verilsin.

x = 2 ve x = 2,5 noktalarindaki limitleri inceleyelim.
x 2 ye soldan yaklasirken deger 1, sagdan yaklasirken 2 dir; x = 2 de limit yoktur.

2,5 in yakininda fonksiyon sabit 2 dir; x = 2,5 te limit 2 olur.

Tam degerin icinde bir ifade varsa 6nce ifadenin hangi yonden hangi tam sayiya yaklastigina bakilir.
Ornegin x 1 e soldan yaklasirken 2x 2 ye soldan yaklasir ve | 2x | in soldan limiti 1, sagdan limiti 2 olur.

Mutlak degerin kendisi

Mutlak deger iceren her ifadenin kritik noktada limiti yoktur. |x| fonksiyonunun kendisi sifirda kirilir ama
kopmaz: soldan yaklasirken —x, sagdan yaklasirken x degerleri sifira gider.

Bu ylzden lirn0 | x| =0 dir. Limitin yok oldugu ol orneginde sorun mutlak deger degil, onun sifira

giden x e bolinmesidir. Mutlak degerli bir ifadeyle karsilasinca iki yoni hesaplamak, sonucun hangisi
oldugunu hemen gdsterir.

Tam degerli toplam

Tam deger bir toplamin icinde yer aliyorsa yalnizca tam degerli terim yone goére degisir; diger terimler
her iki yonde ayni saylya gider.

2 ORNEK
lim3 ([xJ + x) limiti verilsin.
X —
Soldan ve sagdan limitleri bulalim.
Soldan yaklasirken | x | = 2 oldugundan limit 2 4+ 3 = 5 olur.

Sagdan yaklasirken | x| = 3 oldugundan limit 3 + 3 = 6 olur; limit yoktur.

Paydasi sifir olan kesirler

Yerine yazinca sifirdan farkli bir sayinin sifira bolimu ¢ikiyorsa kesir sinirsiz buyur ya da kdguldr.
Hangisinin oldugu, paydanin o yonden pozitif mi negatif mi olduguna bakilarak belirlenir.

¢ ORNEK

. 1 oo .
lim limiti verilsin.
XxX—>2x—-2

Soldan ve sagdan limitleri bulalim.
Sagdan yaklasirken payda klicUk pozitif sayilardir; kesir + co a gider.

Soldan yaklasirken payda kiiciik negatif sayilardir; kesir — oo a gider. iki yon farkl oldudu icin
limit yoktur.
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1

oo ifadesinde payda iki yonden de pozitiftir ve iki tek yonli

Payda kare oldugunda durum degisir:

limit de + oo olur.
@ HAP BILGI
Sifirdan farkli bir sayi sifira yaklasan bir sayiya bolinlyorsa kesir sinirsiz buytr ya da kicalur.

Hangisinin oldugu, paydanin o yondeki isaretinden okunur.

Isaret incelemesi

Pay ve paydadaki ¢arpanlarin isaretleri tek tek belirlenerek kesrin isareti bulunur. Bu yontem, payda
sifira giderken sonsuzun isaretini hatasiz verir.

¢ ORNEK

. x+1 . x+1 .. . . .
lim ve lim limitleri verilsin.
x—3t x-3 x—3 x-3

Limitleri bulalim.
Pay 4 e yaklasir ve pozitiftir. Sagdan payda pozitif, soldan negatiftir.

Sagdan limit + oo , soldan limit — co olur.

Ustel ifadelerde tek yonli limit

Ussiinde = gibi bir ifade bulunan Ustel fonksiyonlarda Ussin sonsuza mi eksi sonsuza mi gittigi yone
X

bagldir. Bu ylzden iki yonun sonucu ¢ok farkli olabilir.

¢ ORNEK

lim 2'/% limiti verilsin.
x—-0

Soldan ve sagdan limitleri bulalim.

Sagdan yaklasirken Us + oo a gider ve ifade sinirsiz bydr.

Soldan yaklasirken iis — oo a gider ve ifade 0 a yaklasir. iki yon farkl oldugu icin limit yoktur.

Trigonometrik 6rnek

Tanjant fonksiyonu kosinuistin sifir oldugu noktalarda tanimsizdir ve bu noktalarin iki yaninda ters
yoOnlere gider. g nin solunda sinls ve kosinls pozitif oldugu icin tanjant + co a, saginda kosinls negatif

oldugu icin — co a gider.
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2 ORNEK
tanx fonksiyonu verilsin.

b= % deki tek yonlu limitleri bulalim.

lim tanx = + oo olur.
xX—->m/2”

lim tanx = — oo olur; tanjantin grafigindeki dikey asimptotun iki yani budur.

x—x/2%

Tanim kiimesinin u¢ noktasi
Fonksiyon bir noktanin yalnizca bir yaninda tanimliysa o noktada yalnizca tek yonlu limitten s6z edilir.
ﬁ fonksiyonu negatif sayilarda tanimsiz oldugu i¢cin x = 0 da yalnizca sagdan yaklasilabilir.

Bu durumda lim \/'X’ = 0 yazilir. Lise matematiginde tanim kiimesinin u¢ noktasindaki limit genellikle

x— 0t

bu tek yénla limit olarak kabul edilir; soruda aksi belirtiimedikge bu yaklasim kullanilir.

Grafikten tek yonli limit okumak

Grafik verildiginde soldan limit i¢in grafigin noktanin sol yanindan geldigi yikseklik, sagdan limit igin
sag yanindan geldigi yukseklik okunur. Dolu ve bos daireler limit degil, fonksiyonun o noktadaki degeri
hakkinda bilgi verir.

Grafikte gorilen Soldan limit Sagdan limit Limit

Kesintisiz gecis L L L

Bosluk L L L

Sigrama L, L, Yok

Dikey asimptot + o0 + o0 Sonlu deger yok

Sigramall 6rnekteki grafikte sol parga 1 yuksekligine, sag parca 3 yuksekligine gelir. Fonksiyonun
degeri dolu daireden 3 olarak okunur, ama limit yoktur.

isaret fonksiyonu

Isaret fonksiyonu pozitif sayilara 1, negatif sayilara —1, sifira 0 karsilik getirir. Sifirda iki yénden farkl
degerlere gittigi icin bu noktada limiti yoktur.

¢ ORNEK

Isaret fonksiyonu verilsin.

Xx = 0 ve x = 3 noktalarindaki limitleri inceleyelim.
Sifirda soldan limit —1, sagdan limit 1 dir; limit yoktur.

3 Un yakininda fonksiyon sabit 1 dir; limit 1 olur.
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Uygulama: kademeli iicret

Guinliik hayattaki kademeli licretler tek y&nlii limitlerin somut bir rnegidir. Ucret belirli esiklerde birden
degisir; esigin iki yanindaki tcretler farkhdir. Otopark, kargo ve elektrik tarifeleri bu tlir basamakl
fonksiyonlarla anlatilir ve grafikleri tam deger fonksiyonunun grafigine benzer.

2 ORNEK
Bir kargo firmasi 1 kilograma kadar olan paketler icin 30 TL, 1 kilogrami asan paketler icin 45 TL
aliyor.

Ucret fonksiyonunun 1 kilogramdaki tek yénlii limitlerini bulalim.
Agirlik 1 e soldan yaklasirken tcret 30 TL dir.

Sagdan yaklasirken ucret 45 TL dir; iki yon farkl oldugu icin esikte limit yoktur.

o HAP BILGI

Gilindelik hayatta
ik saati 40 lira, sonraki her baslayan saati 20 lira olan bir otoparkta Ucret birinci saatte sicrar.

59 dakika kalan arac¢ 40, 61 dakika kalan arac¢ 60 lira 6der; Ucretin soldan ve sagdan limitleri bu
noktada farkhdir.

Tek yonli limit ve siireklilik

Bir fonksiyonun bir noktada strekli olmasi icin soldan limit, sagdan limit ve fonksiyonun degeri G¢lnun
de esit olmasi gerekir. Tek yonlu limitler, surekliligi incelemenin en temel aracidir.

Esit limitli 6rnekte soldan ve sagdan limit 3 tir ve f(2) = 2-2 —1 = 3 oldugu icin fonksiyon 2 de
sureklidir. Sigramali 6rnekte ise limit bile olmadigdi igin fonksiyon 1 de strekli dedildir. Ayrintilar icin
Sureklilik Konu Anlatimi yazisina bakabilirsin.

Sinavda sagdan ve soldan limit

B SINAVDA NASIL CIKAR
ileri diizeyde (AYT) tek yonlii limitler; grafikten limit okuma, parcali fonksiyonlar, mutlak deger ve
tam deger iceren ifadeler ve limiti var yapan parametre bigciminde karsina ¢ikabilir.

Sureklilik sorulari da gogu zaman tek yonlu limitlerle ¢ozuldr.

Parcall, mutlak degerli ya da tam degerli bir ifade goriyorsan kritik noktada limiti hemen iki yéne ayir.
Her yon icin ifadeyi sadelestirip ayri hesapla, sonra karsilastir.
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Sik yapilan hatalar

Hata Dogrusu

Sagdan limit icin sol parganin kuralini kullanmak Her yon kendi parcasindan
Limiti fonksiyonun degerinden okumak Dolu daire limit degildir

X — 27 yi negatif sayl sanmak Eksi yalnizca yonu gosterir
P | /xin limitini 1 sanmak Soldan —1, sagdan 1

Tam degerde iki yonu ayni almak Tam sayllarda sigrama var
Payda sifirken isareti incelememek Her yonde isaret ayri

Bu hatalarin hepsi tek bir aliskanlikla onlenir: kritik noktada her zaman iki yonu ayri ayri yaz. Sayi

dogrusu uzerinde noktanin solunu ve sagini ¢izip her bolgedeki kurali not etmek bu aliskanhgi
kolaylastirir.

< Hap bilgi 6zeti

Soldan limit ile sagdan limit esitse limit vardir ve bu ortak degerdir.

Farkliysa ya da biri yoksa limit yoktur.

Parcalarin uclari ayni ytkseklige gelmiyorsa grafik sigrar; soldan ve sagdan limitler farklidir ve
limit yoktur.

V22 = | x|olur.

X negatifken \/?5 ifadesi x degil, —x olur.

Sifirdan farkl bir sayi sifira yaklasan bir sayiya bollintiyorsa kesir sinirsiz biyr ya da kiculir.

Hangisinin oldugu, paydanin o yondeki isaretinden okunur.

Gundelik hayatta

ik saati 40 lira, sonraki her baslayan saati 20 lira olan bir otoparkta Ucret birinci saatte sicrar.

59 dakika kalan arac 40, 61 dakika kalan arac 60 lira 6der; lcretin soldan ve sagdan limitleri bu
noktada farkhdir.

® Sik sorulanlar

Soldan limit nedir?

X, a dan kicuk degerlerle a ya yaklasirken fonksiyonun yoneldigi degerdir ve x a eksi ye giderken
limit olarak yazilir.
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Limitin var olmasi i¢in ne gerekir?

Soldan ve sagdan limitlerin ikisinin de var olmasi ve birbirine esit olmasi gerekir. Fonksiyonun o
noktadaki degeri bu kosulda yer almaz.

Parcali fonksiyonda limit nasil bulunur?

Kuralin degistigi noktada soldan limit sol parcanin kuraliyla, sagdan limit sag parcanin kuraliyla
hesaplanir ve karsilastirilir.

Mutlak degerin sifirdaki limiti var midir?

Mutlak x in sifirdaki limiti vardir ve 0 dir. Ama mutlak x bo6lu x in sifirdaki limiti yoktur; soldan -1,
sagdan 1 dir.

Tam deger fonksiyonunun tam sayilarda limiti var midir?

Yoktur. Tam sayilarda soldan limit bir eksik tam sayi, sagdan limit o tam sayinin kendisidir.

1 bolu x eksi 2 nin 2 deki limiti nedir?

Soldan eksi sonsuz, sagdan arti sonsuzdur. iki yén farkli oldugu icin limit yoktur.
X 2 ye soldan yaklasiyor ne demektir?

x in 2 den kiiclik degerlerle, 6rnegin 1.9, 1.99, 1.999 gibi sayllarla 2 ye yaklasmasi demektir. Ustteki
eksi isareti yonu gosterir, sayinin negatif oldugunu degil.

v= Kontrol listesi

O

Soldan ve sagdan limitin anlamini acgiklayabiliyorum.

Tek yonlu limit gdsterimini dogru okuyup yazabiliyorum.

Limitin var olma kosulunu uygulayabiliyorum.

Parcall fonksiyonlarda iki yonu ayri hesaplayabiliyorum.

Limiti var yapan parametreyi bulabiliyorum.

Mutlak degerli ifadelerin tek yonlu limitlerini hesaplayabiliyorum.
Tam deger ve isaret fonksiyonunun limitlerini inceleyebiliyorum.
Paydasi sifira giden kesirlerde isaret incelemesi yapabiliyorum.

Ustel ve trigonometrik ifadelerde tek yonlii limitleri bulabiliyorum.

O 0 0000000

Grafikten soldan ve sagdan limitleri okuyabiliyorum.
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