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I Limit, Tirev, integral AYT

Limit Konu Anlatimi

Limit, bir fonksiyonun degiskeni belirli bir sayiya yaklasirken degerlerinin neye yaklastigini sdyleyen
kavramdir. Fonksiyonun o noktadaki degerinden bagimsizdir ve tirev ile integralin temelini olusturur.
Bu yazida yaklasma fikrini ve limit gosterimini, limit ile fonksiyon degeri arasindaki farki, limitin var
olma kosulunu, polinom, rasyonel, kokll ve trigonometrik fonksiyonlarda limit hesabini, limit
kurallarini, belirsizliklere girisi, sonsuz limitleri ve sonsuzda limiti, sikistirma fikrini ve anlik hiz
uygulamasini ¢ézumlu érneklerle ele aliyoruz.
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Kontrol listesi

Bu yaziyl daha rahat anlamak icin fonksiyon kavramini ve fonksiyon grafiklerini okumayi biliyor

olman yeterli.

Temel bilgiler icin Fonksiyonlar Konu Anlatimi ve Fonksiyon Grafikleri Nasil Cizilir ve Yorumlanir?

yazilarina g6z at.

Bir fonksiyonun degiskeni belirli bir sayilya giderek yaklasirken fonksiyonun degerleri de belirli bir
saylya yaklaslyorsa, bu saylya fonksiyonun o noktadaki limiti denir. Limit, fonksiyonun o noktada ne
oldugunu degil, o noktaya yaklasirken nereye gittigini anlatir.

Kapaktaki 6grenci bilyeleri bir ray Gzerinde 1sikh bir hedefe dogru diziyor; bilyeler arasindaki araliklar
hedefe yaklastikgca kii¢lluyor. Hi¢bir bilye hedefin tam Ustiinde durmuyor, ama bilyelerin nereye
yoneldigi acikga gorultyor. Limit tam olarak bu yonelimin adidir. Bu fikir tlirev ve integral konularinin da

baslangi¢ noktasidir.

Yaklagsma fikri

f(x) = 2x + 1 fonksiyonunu ele alalim ve x i 3 e hem kliglik hem buylk degerlerden yaklastiralim.
Fonksiyon degerleri tabloda goéruldiugu gibi 7 ye yaklasir:

b 2,9

fx) 6,8
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X i 3 e ne kadar yaklastirirsak f(x) de 7 ye o kadar yaklasir. Bu durum x in 3 e yaklasirken f(x) in
limitinin 7 oldugu biciminde ifade edilir. Bu 6rnekte limit, fonksiyonun 3 teki degerine de esittir; ama bu
her zaman bdyle degildir.

Limitin gosterimi
x degiskeni a sayisina yaklasirken f(x) degerleri L sayisina yaklasiyorsa bu durum soyle yazilr:
jim, f) =1L
ifade, x in a ya yaklasirken f(x) in limiti L dir diye okunur. Onceki 6rnek igin lim3 (2x + 1) = 7 yazilr.
X —

Yaklasmada x hicbir zaman a ya esit olmaz; yalnizca istenildigi kadar yakin degerler alir.

@ HAP BILGI
Limit, fonksiyonun bir noktaya yaklasirken yoneldigi degerdir.

Fonksiyonun o noktadaki degeriyle ayni olmak zorunda degildir.

Tanimsiz noktada limit

2 _
fx) = );—_11 fonksiyonu x = 1 de tanimsizdir; ¢inku payda sifir olur. Ama x # 1icin pay (x — 1)(x + 1)

olarak ¢arpanlara ayrilir ve fonksiyon x + 1 e esittir. Bu ylizden grafik, (1,2) noktasinda bir bosluk
bulunan bir dogrudur.
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y = (x2-1)/(x - 1) grafigi

—1 — 2. Grafikteki bos

Fonksiyon 1 de tanimli olmasa da x 1 e yaklasirken degerler 2 ye yaklasir: lim *
X

-1 x-1

daire, fonksiyonun o noktada degeri olmadigini ama limitinin var oldugunu gosterir.

Limit ile fonksiyon degeri farkl olabilir

Fonksiyon bir noktada tanimli olsa bile oradaki degeri limitten farkl olabilir. Limit yalnizca yakin
noktalara bakar; noktanin kendisini hesaba katmaz. Bu ylizden bir noktadaki degeri degistirmek o
noktadaki limiti degistirmez.
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Parcali taniml f fonksiyonu

¢ ORNEK
x # 2igin f(x) = x + 1 ve f(2) = 5 olsun.

lirn2 f(x) ve f(2) yikarsilastirahim.
X —
x 2 ye yaklasirken f(x) = x + 1 degerleri 3 e yaklasir: limit 3 tdr.

Fonksiyonun degeri ise f(2) = 5 tir; limit ile deger farkhdir.

Limitin var olma kosgulu

Bir noktaya iki yonden yaklasilabilir: soldan, yani kliclik degerlerden ve sagdan, yani blyuk
degerlerden. Limitin var olmasi i¢in iki yonden yaklasirken fonksiyonun ayni sayiya yonelmesi gerekir:

xllrr;_ flx) = lim+ f(x)=L

Soldan ve sagdan limitler farkliysa limit yoktur. Bu durum 6zellikle pargali fonksiyonlarda, mutlak
degerli ifadelerde ve tam deger fonksiyonunda gorullr. Ayrintili drnekler i¢cin Sagdan ve Soldan Limit

Nasil Bulunur? yazisina bakabilirsin.
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@ HAP BILGI
Bir noktada limitin var olmasi icin soldan ve sagdan limitler birbirine esit olmalidir.

En basit iki limit
Butln limit hesaplarinin dayandigi iki temel sonug vardir. Sabit bir fonksiyonun limiti her noktada o
sabittir: xhina ¢ = c¢. Birim fonksiyonun limiti ise yaklasilan sayinin kendisidir: xh£na X =a.

Limit kurallari bu iki sonugla birlestirilince polinomlarin limitinin neden yerine yazmayla bulundugu
anlasilir. Ornegin lirn5 7="7ve lirn5 x? = 5.5 = 25 olur; her polinom bu tiir terimlerin toplamidir.
X — X —

Tablo ile tahminin siniri

Deger tablosu limiti sezmek icin yararlidir, ama tek basina kanit degildir. Secilen noktalar yaniltici
olabilir ve tablo yanlis bir sonu¢ dusUtndurebilir.

2 ORNEK
. T . o e
f(x) = sin- fonksiyonu verilsin.
X

x =1, 0,1 ve 0,01 degerlerine bakip limiti tahmin etmenin neden yaniltici oldugunu goérelim.
Bu noktalarda sinz, sin107z ve sin1007r hesaplanir; G¢l de 0 dir ve limit 0 gibi gorundr.

Oysa x = g icin sin%ﬂ = 1 olur; fonksiyon sifira yakin her aralikta —1 ile 1 arasinda salinir ve limiti

yoktur.

Polinomlarda limit

Polinom fonksiyonlarin grafiginde bosluk ya da sigcrama yoktur; grafik kalem kagittan kaldiriimadan
cizilebilir ve her gergek sayida tanimlidir. Bu ylzden bir polinomun herhangi bir noktadaki limiti, o
noktadaki degerine esittir ve x yerine say!i yazilarak bulunur.

¢ ORNEK

lim2 (x3 —2x + 1) limiti verilsin.

X —

Limiti bulahm.

Polinom oldugu icin x yerine 2 yazilir: 8 — 4 + 1.

Limit 5 tir.

= HAP BILGI
Bir polinomun her noktadaki limiti, o noktadaki degerine esittir; x yerine sayi yazilir.

Rasyonel fonksiyonlarda limit

iki polinomun béliimii olan rasyonel fonksiyonlarda, payda limitin alindigi noktada sifir degilse limit yine
dogrudan yerine yazmayla bulunur. Payda sifir oluyorsa 6nce ifadenin sadelestiriimesi gerekir.
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¢ ORNEK
x+3

lim limiti verilsin.
x—-1x+1

Limiti bulalim.

Payda x = 1 icin 2 olur, sifir degildir.

. o 143
Limit —— = 2 olur.
1+1

Limit kurallan

Limitleri var olan fonksiyonlarin toplaminin, farkinin, ¢garpiminin ve balimunun limiti, limitlerin toplami,
farki, carpimi ve bolimuduir. Bolimde paydanin limiti sifirdan farklh olmalidir:

Kural Formiil
Toplam ve fark lim(f+g)= limf+ limg
Sabitle carpma lim (c- f)=c- lim f
Carpim lim(f-g)= lim f- limg
B&Iim limZ =220 jimg+#0
g lim g

Kuvvet lim f" = (lim f)"

¢ ORNEK

xli_r)na f(x)=3ve xh_r)na g(x) = —2 olsun.
2
lim 2f — g), lim (f-g) ve lim I \imitlerini bulalim.
g
lim (2f —g)=6—-(—2)=8ve lim (f-g)=3-(—-2) = —6 olur.
f2

. 9 9
lim—=—=—-olur.
g —2 2

Parametreli limit

Limit degeri verilen bir ifadede bilinmeyen bir katsayi bulunabilir. Limit yerine yazmayla hesaplaniyorsa
sonug verilen degere esitlenir ve parametre icin bir denklem ¢ozUldr.

¢ ORNEK
lim, (x* 4+ kx) = 10 olsun.
X —
k degerini bulahm.
Polinom oldugu icin limit 4 + 2k olur.

4 + 2k = 10 denkleminden k = 3 bulunur.
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Bileske fonksiyonda limit
Distaki fonksiyon kesintisizse bileske fonksiyonun limiti, icteki limitin distaki fonksiyona yazilmasiyla
bulunur: lim f(g(x)) = f( lim g(x)).

¢ ORNEK

lim cos(x? + ) limiti verilsin.
X —

Limiti bulalim.

icteki ifade 7 ye yaklasir.

Kosinis kesintisiz oldugu icin limit cost = —1 olur.

Kokl ve mutlak degerli ifadeler

Kok ve mutlak deger, iclerindeki ifadenin limitine uygulanabilir. Kok icindeki ifadenin limiti pozitif oldugu
surece limit, kok icindeki limitin kokldir; mutlak degerde ise icteki limitin mutlak degeri alinir.

¢ ORNEK
lim \/x+5 ve lim |x?-— 9’ limitleri verilsin.
x—4 xe—2|

Limitleri bulalim.
Birincide kok ici 9 a yaklasir; limit \/g = 3 olur.

ikincide icteki ifade 4 — 9 = —5 e yaklasir; limit |— 5| = 5 olur.

Trigonometrik, Ustel ve logaritmik limitler

Sinus, kosinds, Ustel ve logaritma fonksiyonlari tanim kiimelerinin her noktasinda kesintisizdir. Bu
ylzden tanim kiimesindeki bir noktada limitleri, o noktadaki degerlerine esittir.

¢ ORNEK
lim sinx, lim 2* ve lim Inx limitleri verilsin.
x—m/2 X —2 x—e

Limitleri bulalim.
sinlzr =1ve2*=4olur.

Ine = 1 olur; Gg¢ limit de fonksiyon degerine esittir.

Unli bir limit
Si% ifadesi x = 0 da tanimsizdir; pay ve payda birlikte sifira gider. Yine de x radyan cinsinden sifira
yaklasirken degerler 1 e yaklasir:

x 0,1 0,01 0,001

sinx 0,99833 0,99998 0,9999998
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Bu sonug lirn0 g biciminde yazilir. Kli¢lik acilarda sinx degerinin x e ¢ok yakin oldugunu sdyler
X = X

ve sinUsun tlrevinin hesaplanmasinda temel rol oynar.

Belirsizliklere giris

Yerine yazma sonucunda g gibi bir ifade ¢ikarsa limit hakkinda hemen bir sey séylenemez; bu duruma
belirsizlik denir. Belirsizlik, limitin olmadigi anlamina gelmez; ifadenin sadelestiriimesi gerektigini
gosterir.

¢ ORNEK

. x2-9 . .. L
lim limiti verilsin.
x—>3 x—3

Limiti bulahm.
Yerine yazinca % ¢ikar. Pay (x — 3)(x + 3) olarak carpanlara ayrilir ve x — 3 sadelesir.
Limit lim3 (x+3)=6o0lur.

X —

Carpanlara ayirma, eslenikle ¢carpma ve diger yontemler icin Limitte Belirsizlikler Nasil C6zultr?
yazisina bakabilirsin.

Sonsuz limitler

Bazi fonksiyonlar bir noktaya yaklasirken sinirsiz baydr. f(x) = iz fonksiyonunda x sifira yaklastikca x2
X
cok klguk pozitif degerler alir ve kesir sinirsiz buydr.

x +0,1 +0,01 +0,001

— 100 10000 1000000

x2

Bu durum limO 12 = oo biciminde yazilir. Sonsuz bir sayi degildir; bu yazim, limitin gercek bir sayi
X — X

olarak var olmadigini ve degerlerin sinirsiz biytdiguni anlatir. Grafikte bu nokta dikey bir asimptota
karsilik gelir.

Iki yonden farkh sonsuzlar
Bazi fonksiyonlar bir noktanin iki yaninda farkli yonlere sinirsiz gider. f(x) = . fonksiyonunda x sifira
X

sagdan yaklasirken degerler sinirsiz blyur, soldan yaklasirken ise sinirsiz ktculir.

. 1 . 1 e e o .. . 1
Budurumda lim -= oo ve lim - = — oo Yyazllir. Iki ydnin sonucu farkh oldugu icin lim -
x>0t X x—-0" X x—>0x

limitinden s6z edilemez; buna karsin lz de iki yon de ayni yone gittigi icin sonsuz limit yazimi
X
kullanilabilir.

Sonsuzda limit

Degisken sinirsiz bluylrken fonksiyonun neye yaklastigi da bir limit sorusudur ve x — oo ile gosterilir.
> ifadesi x blyudukce sifira yaklasir: xlim l=o.
X - 0 X
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¢ ORNEK

. 2x+1 .. ... n
lim limiti verilsin.
X—> oo x-3

Limiti bulalim.

Bdns

Pay ve payda x e bollndr: 1—’:‘-

X

L ve 2 sifira gittigi icin limit 2 olur.
X X

Derece karsilastirmasi

Sonsuzda rasyonel fonksiyonlarin limiti, pay ve paydanin derecelerine bakilarak hemen sodylenir. En
yUksek dereceli terimler baskin oldugu igin diger terimler sonucu degistirmez:

Durum Limit Ornek
Pay derecesi kiliclk 0 1 x+l_
X = x2
Dereceler esit Bas katsayilar orani lim 3X22+1 -3
X—> oo x2-5
. YT 3
Pay derecesi blylk + o lim - = o

X—= 00 x+1

Yatay asimptot kavrami da buradan gelir: dereceler esitse grafik, bas katsayilar orani olan yatay
dogruya yaklasir.

@ HAP BILGI
Sonsuzda rasyonel bir ifadede pay derecesi klictikse limit 0 olur.

Dereceler esitse limit bas katsayilarin oranidir; pay derecesi buyukse ifade sinirsiz blydr ya da
kucalur.

Sikighrma fikri

Dogrudan hesaplanamayan bir limit, limitleri ayni olan iki fonksiyon arasina sikistirilarak bulunabilir. Bu
yonteme sikistirma ya da sandvic teoremi denir ve 6zellikle salinan fonksiyonlarda ise yarar. Alttaki ve
Ustteki fonksiyon ayni saylya gidiyorsa aradaki fonksiyon da o sayiya gitmek zorundadir.

¢ ORNEK
lim x2sin- limiti verilsin.
x—=0 X
Limiti bulalim.
. . S a..q .1
Sinilis —1 ile 1 arasinda kaldigi icin —x? < x?sin- < x2 olur.
X

iki sinir da sifira gittigi icin limit 0 olur.

Uygulama: anlik hiz

Limitin en 6nemli uygulamalarindan biri anlk hizdir. Ortalama hiz, alinan yolun gecen slreye
bolimudur; sure arahdi sifira yaklastirildiginda ortalama hizin limiti anlik hizi verir.
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¢ ORNEK
Serbest diisen bir cismin t saniyede aldidi yol yaklasik s(t) = 5t* metre olsun.

t = 2 anindaki anlik hizi bulalim.

52 +h)* —20

2 ile 2 + h arasindaki ortalama hiz =20+ 5h olur.

h sifira yaklasirken ortalama hiz 20 ye yaklasir; anlik hiz 20 metre boli saniyedir.

Bu hesap aslinda tirevin tanimidir. TUrevin limitle nasil tanimlandigi Tlrevin Tanimi ve TUrev Nasill

Bulunur? yazisinda ayrintili olarak anlatiliyor.

@ HAP BILGI

Gilindelik hayatta
Arabanin hiz gdstergesi ortalama hizi degil, anlik hizi gésterir; anlik hiz, cok kisa surelerdeki
ortalama hizin limitidir.

Yolu s(t) = 5t*> metre olan serbest diisen cismin ¢t = 3 anindaki hizi 30 metre boll saniye olur.

Uygulama: sonsuz toplamlar

Sonsuz toplamlar da limitle tanimlanir. 1 + % + i + --- toplaminin ilk »n teriminin toplami 2 — % dir. n
sonsuza giderken ikinci terim sifira yaklastigi i¢in toplamin limiti 2 olur.

9

Ayni fikir devirli ondalik sayilarda da vardir: 0,999 ... sayisi % + ™ + .-+ toplaminin limitidir ve tam

olarak 1 e esittir. Sonsuz geometrik toplamlarin ayrintisi icin Geometrik Dizi Konu Anlatimi yazisina

bakabilirsin.

Limit ve sureklilik

Bir noktada limit var ve fonksiyonun o noktadaki degerine esitse fonksiyon o noktada sureklidir; grafigi
o noktada kopmaz. Polinomlar, sinlis ve kosinUs ile Ustel fonksiyonlar her yerde sureklidir; bu ylizden
limitleri yerine yazmayla bulunur.

Tanimsiz nokta 6rnegindeki fonksiyon x = 1 de slrekli degildir, ciinkl o noktada tanimli degildir. Parcali
ornekte ise limit 3, deger 5 oldugu icin sureksizlik vardir. Surekliligin turleri ve kosullar Streklilik Konu

Anlatimi yazisinda.

Sinavda limit

B SINAVDA NASIL GIKAR
ileri diizeyde (AYT) limit; grafikten limit okuma, polinom ve rasyonel limitler, limit kurallari,
belirsizlikler, sagdan ve soldan limit ve sonsuzda limit bigiminde karsina ¢ikabilir.

Limit, tirev ve integral sorularinin da temelini olusturur.

Limit sorusuna her zaman yerine yazarak basla. Sonug¢ bir sayiysa ve payda sifir degilse limit odur. Sifir
boll sifir cikarsa sadelestirmeye, sayi bolu sifir cikarsa sagdan ve soldan limite bakmaya gec.
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Sik yapilan hatalar

Hata Dogrusu

Limiti her zaman f(a) sanmak Limit yakin degerlere bakar
Fonksiyon tanimsizsa limit yok demek Limit yine var olabilir

% ctkinca limit yok demek Once sadelestirilir

oo U bir sayi gibi kullanmak Sinirsiz bliyimeyi anlatir
Soldan ve sagdan limiti kontrol etmemek ikisi esit olmali

BolUm kuralini paydanin limiti sifirken uygulamak Payda limiti sifir olmamal

Bu hatalarin ¢ogu limit ile fonksiyon dederini ayni sey sanmaktan dogar. Limitin sorusu her zaman
aynidir: noktaya yaklasirken fonksiyon nereye gidiyor?

= Hap bilgi 6zeti
o Limit, fonksiyonun bir noktaya yaklasirken yoneldigi degerdir.
Fonksiyonun o noktadaki degeriyle ayni olmak zorunda dedgildir.
e Bir noktada limitin var olmasi igin soldan ve sagdan limitler birbirine esit olmalidir.

e Bir polinomun her noktadaki limiti, o noktadaki degerine esittir; x yerine sayi yazilir.

0 Sonsuzda rasyonel bir ifadede pay derecesi klictikse limit 0 olur.

Dereceler esitse limit bas katsayilarin oranidir; pay derecesi blylkse ifade sinirsiz buyir ya da
kiculir.

e Gilindelik hayatta

Arabanin hiz gostergesi ortalama hizi degil, anlik hizi gosterir; anlik hiz, cok kisa surelerdeki
ortalama hizin limitidir.

Yolu s(t) = 5t* metre olan serbest diisen cismin ¢t = 3 anindaki hizi 30 metre bdlii saniye olur.

® Sik sorulanlar

Limit nedir?

Bir fonksiyonun degiskeni belirli bir saylya yaklasirken fonksiyon dederlerinin yaklastigi sayidir.

Limit ile fonksiyon degeri ayni midir?

Her zaman degil. Fonksiyon o noktada tanimsiz olabilir ya da degeri limitten farkl olabilir; limit
yalnizca yakin noktalara bakar.
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Limitin var olmasi i¢in ne gerekir?

Soldan ve sagdan limitlerin var olmasi ve birbirine esit olmasi gerekir.

0 bolu O gikarsa limit yok mu demektir?

Hayir. Bu bir belirsizliktir; ifade ¢arpanlara ayirma ya da eslenikle ¢carpma gibi yontemlerle
sadelestirilir.

Sonsuzda limit nasil bulunur?

Rasyonel fonksiyonlarda pay ve paydanin derecelerine bakilir. Dereceler esitse limit bas
katsayilarin oranidir.

sin x boll x in limiti kagtir?

x radyan cinsinden sifira yaklasirken sin x bold x in limiti 1 dir.

Polinomun limiti nasil bulunur?

Polinomlarin grafiginde bosluk ya da sicrama olmadigi i¢in limit, x yerine yaklasilan sayinin
yazilmasiyla bulunur.

1bolu x in sifirdaki limiti var midir?

Yoktur. Sagdan yaklasirken degerler sinirsiz buydr, soldan yaklasirken sinirsiz kii¢ulur; iki yonun
sonucu farkhdir.

v= Kontrol listesi

O

Limitin yaklasma fikrini aciklayabiliyorum.

Limit gdsterimini okuyup yazabiliyorum.

Limit ile fonksiyon degeri arasindaki farki aciklayabiliyorum.

Limitin var olma kosulunu sdyleyebiliyorum.

Polinom ve rasyonel fonksiyonlarin limitini bulabiliyorum.

Limit kurallarini kullanabiliyorum.

Kokll, mutlak degerli ve trigonometrik ifadelerin limitini hesaplayabiliyorum.
Belirsizligi tantyip basit durumlarda sadelestirebiliyorum.

Sonsuz limitleri ve sonsuzda limiti yorumlayabiliyorum.

O 0 0000000

Anlik hizi limitle hesaplayabiliyorum.
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@ PDF merkezi
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Video ¢ézimler
Konu anlatimi ve soru ¢6zim

videolari
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PDF merkezi

Cikmus sorular
TYT, AYT, MSU, DGS ve KPSS

GIkmig sorulari
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Belge dogrulama
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b;' UniConnectly

Universite topluluklarini, etkinlikleri ve sirketleri tek uygulamada bulusturan icretsiz kampiis
platformu.

e Dijital portfoy
Katildigin etkinlikleri ve sertifikalarini
uniconnectly.com/@kullaniciadi adresinde herkese
acik sergile

e Dogrulanabilir katilim
QR ile giris yaptigin etkinlikler portfdytinde dogrulanmis
listelenir

o Anlik firsatlar
Staj, is ve burs duyurulari akisina diser

e Sertifikalar
Platformda verilen sertifikalar dogrulanmis isaretli,
edu.tr e-postan onayli

e Uye karti indirimleri
Takip ettigin topluluklarin anlagmali isletme
indirimlerinden yararlan

e Topluluklar ve etkinlikler
Universitendeki topluluklari ve takvimi tek ekranda gér,
basvurulu etkinliklere katil

Ucretsiz kesfet
QR kodu okutun ya da uniconnectly.com adresine girin.

#  Download on the GETITON EXPLORE IT ON
@& App Store ‘ ® Google Play AppGallery

Diger yapimlarimiz

UniConnectly gibi bunlar da bizim yapimlarimiz. Bu belgeyi Ucretsiz sunuyoruz; yapimlarimizi kesfetmeniz ve
cevrenizle paylasmaniz, bu ¢alismalari surdirmemiz icin en buyuk destektir.

;{ Veterito

Hayvanseverlerin sosyal medyasi ve veteriner akilli
klinik yonetim uygulamasi.

WBOTE

Egitim fakuiltesi ve 6gretmenlik diistinenler igin:
bélim rehberleri, 6gretmenlik meslegdi ve egitim
teknolojileri Uizerine kaynakli yazilar.

veterito.com
bote.web.tr
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