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@ Trigonometri AYT

Trigonometrik Denklemler Nasil Cozilir?

Trigonometrik denklemlerde bilinmeyen bir acidir ve ¢ozim, verilen trigonometrik degeri treten
acllari bulmaktir. Periyodiklik ylztnden bu denklemlerin genellikle sonsuz ¢6zUmu vardir. Bu yazida
sinls, kosinus, tanjant ve kotanjant denklemlerinin genel ¢ézUmund, 6zel degerleri, belirli bir
araliktaki cozumleri, katli ve 6telenmis acilari, iki tarafinda ayni fonksiyon bulunan denklemleri, ikinci
dereceden ve homojen denklemleri, 6zdeslikle tek fonksiyona indirmeyi, kok kaybi ve fazladan kdk
tuzaklarini ve gercek hayattan bir uygulamayi ¢ézimll érneklerle ele aliyoruz.
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Ayni trigonometrik degeri veren
farkli agi konumlarini gember Gzerinde
gorsel olarak bulun.
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27. Kontrol listesi

Bu yaziyl daha rahat anlamak icin birim ¢cemberi, 6zel acilarin degerlerini ve temel 6zdeslikleri

biliyor olman yeterli.

Temel bilgiler icin Birim Cember Konu Anlatimi ve Trigonometrik Ozdeslikler ve Formiiller

yazilarina g6z at.

Bilinmeyeni bir trigonometrik fonksiyonun icinde bulunan denklemlere trigonometrik denklem denir.
sinx = é, 2cos?x — 1 = 0 ya da tan2x = 1 birer trigonometrik denklemdir. Bu denklemleri cozmek, esitligi

saglayan tim acilari bulmak demektir.

Kapaktaki cemberde iki kol farklh yonlerden déndyor ama ikisinin ucu da ayni yikseklige ulasiyor.
Trigonometrik denklemlerin temel fikri budur: ayni siniis degerini veren birden fazla aci vardir ve

¢6zUm, bunlarin hepsini bulmayi gerektirir.

Neden sonsuz ¢6zim var?

SinUs ve kosinls 27 periyotlu, tanjant ve kotanjant ise 7 periyotlu fonksiyonlardir. Bir aci denklemi
sagliyorsa ona bir periyot eklenerek ya da c¢ikarilarak elde edilen her a¢i da denklemi saglar. Bu yizden
bir c6zUm bulundugunda aslinda sonsuz ¢6zum bulunmus olur.
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y = sin x ile y = 1/2 dogrusunun kesisimi

Grafikte sinlis dalgasi y = % dogrusunu bir periyotta iki kez kesiyor. Dalga sonsuza kadar tekrar ettigi
icin kesisimler de her 27t de bir tekrar eder. CozUmler bu ylizden genel ¢6zim denen bir kalipla ya da
istenen aralikla sinirlandirilarak yazilir.

SiniUs denkleminin genel ¢6zimi

sinx = a denkleminde —1 < a < 1 ise, sinlsl a olan bir ¢ agisi bulunur. Sinls birinci ve ikinci bdlgede
ayni degeri aldigi icin ikinci ¢ozim 7 — o dir. Genel ¢6zium, k bir tam sayi olmak Uzere sdyle yazilir:

x=a+2knr
ya da

X=m—oa+2knr
¢ ORNEK
sinx = \/27 denklemi verilsin.
Genel ¢6zUmu yazahm.
SinlUsu ‘/72 olan acilardan biri a = % dir.

Genel ¢dziim x = % +2km yadax = %” + 2k olur.

@ HAP BILGI
sinx = a denkleminin ¢oézimleri x = o + 2k ve x = m — a + 2kz olur.

ikinci kalip unutulursa ¢dziimlerin yarisi kaybolur.

Kosiniis denkleminin genel ¢6zimi

cosx = a denkleminde kosinlisu a olan ac¢l a ise ikinci ¢6zUm —a dir; clinkl kosinls dikey eksene gore
simetrik bir fonksiyondur. Birim cemberde bu iki acl yatay eksene goére birbirinin yansimasidir:

X= +oa+2kr
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¢ ORNEK
1 o MQ
COSX = > denklemi verilsin.

Genel ¢c6zUmu yazahm.
Kosiniisii - olan acilardan biri o = = dir.
2 3

Genel ¢6zlim x = + g + 2k olur; [0, 277) araliginda bu g ve 5?” acllaridir.

@ HAP BILGI
cosx = a denkleminin ¢ézimleri x = =+ o + 2k olur.

Tanjant ve kotanjant denklemleri

Tanjant ve kotanjant her gercek degeri alir ve periyotlari zr dir. Bu ylzden tanx = a ve cotx = a
denklemlerinin her gergek a i¢in ¢ézimu vardir ve genel ¢dzum tek bir kalipla yazilir:

XxX=a+krx

¢ ORNEK
tanx = \/§ ve cotx = —1 denklemleri verilsin.

Genel ¢ozUmleri yazahm.
tang = \/§ oldugundan birincinin ¢ézimu x = g + kr olur.

3 o o . . so_se 3
cot% = —1 oldugundan ikincinin ¢ozumu x = Tﬂ + k7 olur.

@ HAP BILGI
tanx = a denkleminin her gergek a icin ¢6zimu vardir ve ¢oziimler x = o + kx olur.

Ozel degerler

Sag taraf 0, 1 ya da —1 oldugunda ¢6zUmler birim gemberin eksenlerle kesistigi noktalardadir. Bu
durumlarda iki ayri kalip tek bir kaliba iner ve ezberlemek zaman kazandirir:

Denklem Genel ¢6ziim

sinx =0 x=km

sinx = 1 x=%+2kn’

sinx = —1 xz%n-}-an'
w

cosx =0 X = 3 + km

cosx =1 x = 2km

cosx = —1 X =m+ 2k
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C6zimi olmayan denklemler

Sinus ve kosinUs yalnizca —1 ile 1 arasindaki degerleri alir. Sag tarafi bu araligin disinda kalan bir sints
ya da kosinls denkleminin ¢6zUmu yoktur. Bu kontrol, bir denklemi ¢6zmeye baslamadan once
yapiimalidir.

2 ORNEK
2sinx = 3 ve cosx + 3 = 1 denklemleri verilsin.
Cozumleri inceleyelim.

a8 . 3 3 v P
Birinci denklem sinx = S olur; 5 > 1 oldugundan ¢6zum yoktur.

ikinci denklem cosx = —2 olur; —2 < —1 oldugundan bunun da ¢dziimii yoktur.

Aralikta ¢6zim

Sorular cogu zaman genel ¢dziim yerine belirli bir araliktaki ¢dziimleri ister. Once birinci bélgedeki
referans ac¢i bulunur, sonra sag tarafin isaretine gore hangi bolgelerde ¢6zim oldugu belirlenir.

¢ ORNEK
o . 1 g M ~Q
[0, 27r) araliginda sinx = -3 denklemi verilsin.

Cozumleri bulalim.

Referans aci 7—; dir. Sinds negatif oldugundan ¢ozimler tGgincu ve dordincl bdlgededir.

7 11
x=n+Z=Zvex=2nr-2="Tolur.
6 6 6 6
¢ ORNEK
y \3 L
[0,27r) araliginda cosx = - denklemi verilsin.

Cozumleri bulahm.

Referans aci % dir. Kosinls negatif oldugundan ¢ézimler ikinci ve tg¢lincu bolgededir.

5 T
X =—vex=—olur.
6 6

Kath acilar

Fonksiyonun icinde 2x ya da 3x gibi katli bir aci varsa énce bu acl icin genel ¢ézim yazilir, sonra x e
gecilir. Aralik istendiginde kath acinin araligi da ayni oranda genisler; bu yizden katl acilarda daha
fazla ¢ozim cikar.

@ ahmetcelen.com.tr - Egitime Bir Tik Katki AC-026 - Surim 1.0 - Sayfa5/13


https://ahmetcelen.com.tr/?utm_source=pdf&utm_medium=pdf&utm_campaign=ac-026
https://ahmetcelen.com.tr/d/ac-026/1-0/

¢ ORNEK

[0, 27r) araliginda sin2x = ‘/_73 denklemi verilsin.

Cozumleri bulahm.

A DIKKAT
Katl acida yalnizca ilk turdaki ¢ézumleri alp ikiye bolmek.

Ornekte yalnizca 2x = g ve 2?” alinsaydi iki ¢6zim kaybolurdu. x araligi [0, 27) ise 2x araligi [0, 47)

dir ve iki tam tur taranmahdir.

Otelenmis acilar
Fonksiyonun iginde x — 7—; gibi 6telenmis bir aci varsa, bu ifade tek bir aci gibi diistiniiliir. Once onun

icin ¢c6zUm yazilir, sonra 6teleme miktari eklenir ya da cikarilir.

¢ ORNEK
[0,27) araliginda cos(x - %) = 0 denklemi verilsin.
Cozumleri bulahm.
x—=Z=Z 4 kr, yanix = Z + kn.

6 2 3

q .m0 2 5
Araliktaki cdzlimler ?ﬂ ve ?” olur.

iki tarafta ayni fonksiyon

sinA = sinB bicimindeki bir denklemde iki acinin sinusleri esittir. Bu, acilarin ya esit ya da buttnler
olmasiyla muimkundur; periyot eklenerek iki kalip elde edilir:

A =B+ 2kr

ya da

A=m—B+2krw

2 ORNEK
[0, ) araliginda sin3x = sinx denklemi verilsin.

Cozumleri bulalim.

Birinci kalip: 3x = x + 2k, yani x = kx; aralikta x = 0. ikinci kalip: 3x = 7 — x + 2k, yani
x=2+%
4 2

e e 3
Araliktaki céziimler 0, g ve 7” olur.
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Kosinis ve tanjantta esitlik

cosA = cosB denkleminde acllar ya esit ya da ters isaretlidir: A = + B + 2k7x. tanA = tanB denkleminde
ise tanjantin periyodu 7 oldugu icin tek kalip yeterlidir: A = B + k.

2 ORNEK
[0, 7] araliinda cos3x = cosx denklemi verilsin.

Cozumleri bulahm.

3x = x + 2km kalibindan x = kx, yani 0 ve «; 3x = —x + 2kn kalilbindan x = k—;, yani 0, g ve 7.

Ortak olanlar bir kez yazilir: ¢éztmler 0, g ve 7 olur.

ikinci dereceden denklemler

Denklemde ayni trigonometrik fonksiyonun hem karesi hem kendisi varsa, o fonksiyon yeni bir
degisken gibi dustnulir. Boylece denklem ikinci dereceden bir denkleme dénustr; bulunan her kdk
ayri bir temel denklem verir.

o ORNEK
[0, 277) araliginda 2sin’x — 3sinx + 1 = 0 denklemi verilsin.
Cozumleri bulahm.
sinx = t yazilirsa 2t> — 3t + 1 = 0, yani (2t — 1)(t — 1) = 0 olur.
. 1o g & 5t . 8 G, 8
sinx = - i¢in - ve —; sinx = 1 i¢in = bulunur.
2 6 6 2

Yardimci degiskenin kdklerinden biri —1 ile 1 araliginin disinda ¢ikarsa o kok atilir; ¢linkd sinUs ya da
kosinus o degeri alamaz.

Ozdeslikle tek fonksiyona indirmek

Denklemde iki farkli fonksiyon varsa temel 6zdeslikle biri digerine cevrilir. cos?x goértldiginde
1 — sin®x yazmak, denklemi yalnizca siniis iceren ikinci dereceden bir denkleme déniistiiriir.

¢ ORNEK
[0, 277) aralijinda 2cos®x — sinx — 1 = 0 denklemi verilsin.
Cozumleri bulahm.
2(1 — sin®x) — sinx — 1 = 0, yani 2sin’x + sinx — 1 = 0 ve (2sinx — 1)(sinx + 1) = 0.

q 1. . «w 5t . . . 3w
sinx = - igin = ve —; sinx = —1 i¢in — bulunur.

2 6 6 2
iki kat ac1 iceren denklemlerde de ayni fikir uygulanir: 6nce iki kat agi formiiliiyle tek aclya, sonra temel

dzdeslikle tek fonksiyona inilir. Ayrintili drnekler icin iki Kat Aci ve Yarim Aci Formiilleri yazisina
bakabilirsin.
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Carpanlara ayirma

Denklemin her teriminde ortak bir ¢carpan varsa o ¢arpan paranteze alinir. Carpimin sifir olmasi igin
carpanlardan en az biri sifir olmalidir; her ¢carpan ayri bir denklem olarak ¢ozuldr.

2 ORNEK
[0,277) aralidinda tanxsinx = sinx denklemi verilsin.

Cozumleri bulahm.
sinx(tanx — 1) = 0 olur. sinx = 0 i¢in x = 0 ya da 7.

tanx = 1 i¢in x = % ya da ‘%’r. Dort ¢cozimde de kosinus sifirdan farkhdir, yani tanjant tanimlidir.

Homojen denklemler
Her terimi sinUs ve kosinUs bakimindan ayni dereceden olan denklemlere homojen denklem denir. Bu

denklemlerde iki taraf uygun bir kosinls kuvvetine boélinerek yalnizca tanjant iceren bir denklem elde
edilir. Bolmeden dnce kosinusun sifir oldugu degerlerin ¢6zum olup olmadigi kontrol edilmelidir.

¢ ORNEK
[0, 277) araliginda sin’*x = 3cos?x denklemi verilsin.

Cozumleri bulahm.

cosx = 0 iken sol taraf 1, sa§ taraf 0 olur; bu degerler ¢c6ziim degildir. iki taraf cosx e boliiniir:
tan’x = 3.

o O 2 4 5
tanx = +,/3 oldugundan ¢dzimler Z, =, = ve 2= olur.
3 3 3 3

Sinus ve kosiniisiin toplami

asinx + bcosx = c bigimindeki denklemlerde sol taraf toplam formuldyle tek bir sintiise ¢evrilir. Boylece
iki fonksiyon iceren denklem tek bir temel denkleme iner.

o ORNEK
[0, 27r) araliginda sinx + cosx = 1 denklemi verilsin.

Cozumleri bulahm.

Sol taraf \/7 sin(x + %) olur; denklem sin(x + %) = \/TZ bicimine iner.

3 2 e
x +§ - % ya da Tﬂ oldugundan ¢éziimler 0 ve % olur.

Donudsumun ayrintisi icin Trigonometrik Toplam ve Fark Formulleri yazisina bakabilirsin.

Kare almak fazladan kok uretir

Ayni denklem iki tarafin karesi alinarak da ¢dzulebilir gibi gorintr. Ancak kare almak, isareti farkl olan
co6zUmleri de denkleme katar. Bu ylizden kare alinarak bulunan her ¢6zim asil denklemde
denenmelidir.
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¢ ORNEK
sinx + cosx = 1 denkleminin iki tarafinin karesi alinsin.

Bulunan ¢6zimleri asil denklemde deneyelim.
. . . o 3
Kare alininca 1 + 2sinxcosx = 1, yani sin2x = 0 olur ve [0, 277) araliginda 0, g T Ve 7” bulunur.

x =miginsoltaraf 0+ (—1) = -1, x = 37” icin —1 4+ 0 = —1 olur. Bu iki deger fazladan koktdr;

gercek ¢cozumler yalnizca 0 ve g dir.

Bolmek kok kaybettirir

Bilinmeyen iceren bir ifadeye bolmek, o ifadeyi sifir yapan ¢éztmleri siler. Bu hata trigonometrik
denklemlerde ¢ok sik yaplilir; ortak carpan her zaman bdlmek yerine paranteze alinmalidir.

A DIKKAT
tanxsinx = sinx denkleminde iki tarafi sinx e bolmek.

Bolme yapilsaydi tanx = 1 kalir ve yalnizca g ile %” bulunurdu. sinx = 0 yapan 0 ve 7z ¢ozlimleri

kaybolurdu.

Tersine, denklemin tanim kiimesi de kontrol edilmelidir. Paydada kosinus olan bir denklemde bulunan

1 —sinx

kok kosiniisii sifir yapiyorsa ¢dziim degildir. Ornegin

= 0 denkleminde pay x = g icin sifir olur,

Cosx

ama bu degerde payda da sifirdir; denklemin ¢ézimu yoktur.
@ HAP BILGI
Bilinmeyen iceren bir ifadeye bolmek, o ifadeyi sifir yapan ¢cozumleri siler.

Ortak carpan bdllinmez, paranteze alinir.

Esitsizlikler

Trigonometrik esitsizlik ¢cozerken 6nce esitlik durumu ¢o6zUllr, sonra birim ¢cemberde ya da grafikte
hangi yaylarin esitsizligi sagladigina bakilir. Sinir noktalarinin dahil olup olmadigi esitsizligin tirtine
baghdir.

2 ORNEK
[0, 27r) araliginda cosx < 3 esitsizligi verilsin.

C6zum kumesini bulalim.

Esitlik x = g ve x = 5?” icin saglanir. Kosinls bu iki acl arasinda % den kicuktdr.

Qo 00 Q 5 &
Co6ziim kiimesi (%,f) araligidir.

Cozum sayisi

Yalnizca ¢6zim sayisi soruluyorsa periyot sayisi kullanilir. sin(bx) = a denkleminde —1 < a < 1 ise her
periyotta iki cozum vardir; araliktaki periyot sayisi ikiyle carpilir.
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2 ORNEK
o . 1 . a8
[0, 27) araliginda sin3x = S denklemi verilsin.

Cozum sayisini bulahm.
sin3x in periyodu 2?” oldugundan aralik ti¢ tam periyot igerir.

Her periyotta iki c6zUm vardir; toplam alti ¢6zim bulunur.

Uygulama: donme dolap
Periyodik hareketler trigonometrik denklemlerle modellenir. Bir donme dolabin kabini bir turu 30
7t

saniyede tamamlasin ve kabinin yerden yuksekligi metre cinsinden h(t) = 10 — 8cos<g> ile verilsin.

Kabin en algcakta 2, en yuksekte 18 metreye cikar.

2 ORNEK
ilk tur icinde, yani 0 < t < 30 araliginda kabinin 14 metre yiikseklikte oldugu anlar istensin.

Denklemi ¢ozelim.

10 — 8cos<”—t> = 14 oldugundan cos(”—[> =
15 15 2

Tt 27

il ya da 4?" oldugundan ¢t = 10 ve t = 20 saniye bulunur; kabin bu yikseklige bir kez ¢ikarken

bir kez inerken ulasir.

Ayni hesap sonraki turlarda da gecerlidir: periyot 30 saniye oldugundan kabin 40 ve 50 saniyelerde,
sonra her turda yine iki kez bu yukseklige ulasir. Modeldeki periyot, denklemin genel ¢ozimindeki
tekrar araligiyla aynidir.

@ HAP BILGI
Gundelik hayatta
Periyodik bir harekette ayni ylkseklige bir turda iki kez ulasilir: biri ¢cikarken, biri inerken.

Yuksekligi h(t) = 10 — 8cosf—; metre olan kabin, 30 saniyelik bir turda 10 metreye r = 7,5 ve t = 22,5

saniyelerde ulasir.

Sinavda trigonometrik denklemler

B SINAVDA NASIL GIKAR
ileri diizeyde (AYT) trigonometrik denklemler; belirli araliktaki cdziimler, céziimlerin toplami ya da
sayisl, katli acilar ve ikinci dereceden denklemler bigciminde karsina ¢ikabilir.

Ozdesliklerle sadelestirme gerektiren denklemler de sik sorulur.
C6zUme baslamadan 6nce Ug¢ soruyu sor: sag taraf sinls ya da kosinusin alabilecegi aralikta mi,

denklemde kag farkli fonksiyon ve aci var, istenen aralik katli agi i¢in nasil genisliyor? Bu g soru,
yontemi secmeyi ve kok kaybetmemeyi saglar.
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Sik yapilan hatalar

Hata Dogrusu

sinx = a i¢in yalnizca a y1 yazmak T —a ¢6zUmu de var
Tanjantta periyodu 27 almak Tanjantin periyodu 7

Katli agida araligi genisletmemek 2x icin aralk iki katina cikar
Ortak carpana bélmek Paranteze alinir

Kare alip kokleri denememek Fazladan kokler elenir

sinx = 2 i¢in ¢6zUm aramak C6zUm yoktur

Buldugun her ¢6zimu asil denkleme yerlestirerek kontrol etmek, hem fazladan kokleri hem de hesap
hatalarini yakalar. Ozel acilarda bu kontrol birka¢ saniye siirer.

< Hap bilgi 6zeti
0 sinx = a denkleminin ¢oézimleri x = o + 2k ve x = m — a + 2kz olur.
ikinci kalip unutulursa ¢éziimlerin yarisi kaybolur.
e cosx = a denkleminin ¢ézimleri x = + a + 2k olur.

e tanx = a denkleminin her gergek a i¢in ¢d6zimu vardir ve ¢oziimler x = o + kx olur.

0 Bilinmeyen iceren bir ifadeye boélmek, o ifadeyi sifir yapan ¢éziumleri siler.

Ortak carpan bolinmez, paranteze alinir.

e Gilindelik hayatta

Periyodik bir harekette ayni ylkseklige bir turda iki kez ulasilr: biri ¢cikarken, biri inerken.

Yiksekligi h(t) = 10 — 8COS71T—St metre olan kabin, 30 saniyelik bir turda 10 metreye ¢t = 7,5 ve
t = 22,5 saniyelerde ulasir.

® Sik sorulanlar

Trigonometrik denklem nedir?

Bilinmeyenin bir trigonometrik fonksiyonun icinde bulundugu denklemdir. Ornegin sin x esittir 1
boll 2 bir trigonometrik denklemdir.

sin x esittir a denkleminin genel ¢c6ziumi nedir?

SinlisU a olan acl alfa ise ¢dzumler alfa arti 2 k pi ve pi eksi alfa arti 2 k pi dir.
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cos Xx esittir a denkleminin genel ¢6ziimii nedir?

KosinilsU a olan acl alfa ise ¢cozumler arti eksi alfa arti 2 k pi dir.

Tanjant denkleminin genel ¢6zumii nasil yazilir?

Tanjanti a olan ag¢i alfa ise ¢ozimler alfa arti k pi dir; tanjantin periyodu pi oldugu i¢in tek kalip
yeterlidir.

Trigonometrik denklemde neden kok kaybedilir?

Bilinmeyen iceren bir ifadeye bolindigunde o ifadeyi sifir yapan ¢ézumler kaybolur. Ortak carpan
paranteze alinmalidir.

Katli acida aralik nasil degisir?

x i¢in aralik O ile 2 piise 2x i¢in aralik O ile 4 pi olur. Kath acinin araligi ayni katla genisletilir.

Y= Kontrol listesi

Trigonometrik denklemin neden sonsuz ¢6zimui oldugunu agiklayabiliyorum.
SinUs ve kosinus denklemlerinin genel ¢6zumuini yazabiliyorum.

Tanjant ve kotanjant denklemlerini ¢zebiliyorum.

C6zUmu olmayan denklemleri tantyabiliyorum.

Belirli bir araliktaki ¢cozimleri bulabiliyorum.

Katl ve 6telenmis acili denklemleri ¢ozebiliyorum.

iki tarafinda ayni fonksiyon bulunan denklemleri ¢ézebiliyorum.

ikinci dereceden ve homojen denklemleri ¢ézebiliyorum.

Kok kaybi ve fazladan kok tuzaklarindan kacinabiliyorum.

O 0000 0000ad

Trigonometrik denklemlerle gercek hayat problemlerini ¢ozebiliyorum.

Bu belge hakkinda. Bu PDF, ahmetcelen.com.tr'deki Trigonometrik Denklemler Nasil C6zUllr? yazisinin AC-026
kodlu belgesinin 1.0 strumudur.

Surdm gecmisi ve degisiklikler: ahmetcelen.com.tr/d/ac-026/. Glincel stirimu ve bitiin konularin PDF'lerini

ahmetcelen.com.tr/pdf/ adresinde bulabilirsiniz. Elinizdeki dosyanin bizim yayimladigimiz stiriimle birebir ayni olup
olmadigini ahmetcelen.com.tr/d/ adresinde denetleyebilirsiniz; dosya cihazinizdan disari gdénderilmez.
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