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@ Trigonometri AYT

Iki Kat Aci ve Yarim A¢i Formiilleri

iki kat ag1 formiilleri bir acinin iki katinin trigonometrik degerlerini, yarim aci formdilleri ise yarisinin
degerlerini acinin kendi degerleriyle hesaplar. ikisi de toplam formiillerinden dogar ve birbirinin
tersidir. Bu yazida sinis, kosinls ve tanjantin iki kat aci formdullerini, kosinlsun Gc¢ bicimini ve
hangisinin ne zaman secilecedini, kuvvet azaltma formdillerini, yarim aci formdullerini ve karekdkte
isaret secimini, Uc kat aci formdullerini, tanjant yarim aci donidsumuini ve bu formdullerin sadelestirme,
denklem ve uygulama sorularinda kullanimini ¢6zUmli drneklerle ele aliyoruz.
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Bu yaziyl daha rahat anlamak icin toplam formdllerini, 6zel agilarin degerlerini ve temel 6zdesligi

biliyor olman yeterli.

Temel bilgiler icin Trigonometrik Toplam ve Fark Formiilleri ve Trigonometrik Ozdeslikler ve

Formdiller yazilarina g6z at.

Bir acinin trigonometrik deg@erleri biliniyorsa iki katinin ya da yarisinin degerleri de hesaplanabilir. sin2x
dederi 2sinx degildir ve sing degeri de %C degildir; aci iki katina ¢iktiginda degerler karmasik bir

bicimde degisir. iki kat ve yarim aci formiilleri bu degisimi tam olarak hesaplar.

Kapaktaki 6grenci iki ahsap disk Uzerinde ayni aci dilimiyle ¢calisiyor: soldaki diskte dilim iki katina
genisletiliyor, sagdakinde ise ikiye bollinuyor. Yazinin iki yarisi bu iki isleme karsilik geliyor.

iki kat agi formilleri nereden gelir?

Toplam formuillerinde iki a¢i birbirine esit alinirsa, yani a = b = x yazilirsa iki kat a¢i formulleri dogrudan

elde edilir:

Toplam formulu
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb

tan(a + b) — tana + tanb

1 — tanatanb

a=>b=xicin
sin2x = 2sinxcosx

_ 2 2
COS2Xx = cos“x — sin“x

2tanx
tan2x =

1 — tan?x

Bu ylUzden iki kat aci formdullerini ayrica ezberlemeye gerek yoktur; toplam formuli bilen biri onlari

birkac saniyede yeniden kurabilir.
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Sinusun iki kath
sin2x = 2sinxcosx formull, hem sintse hem kosinlse ihtiya¢ duyar. Yalnizca biri verildiginde digeri
temel 6zdeslikle ya da bir dik tGicgenle bulunur.

¢ ORNEK
. 5
X dar ac¢l ve sinx = o olsun.

sin2x degerini bulalim.

Dik U¢cgenden ya da temel 6zdeslikten cosx = g bulunur.

q 5 12 120
simx =2-= .= == olur.
13 13 169
.. . sin2x e 2 .. . ° o sin45° V2
Formul tersten de ¢ok kullantlir: sinxcosx ¢arpimi > e esittir. Ornegin sin22,5°c0s22,5" = =

olur.

Kosiniisiin Ui¢ bicimi
cos2x = cos’x — sin’x formiliinde sin’x yerine 1 — cos®x ya da cos®x yerine 1 — sin’x yazilinca iki yeni

bicim daha elde edilir:

Bicim Ne zaman segilir?

cos2x = cos®x — sin’x iki oran da biliniyorsa

cos2x = 2cos’x — 1 Yalnizca kosinus biliniyorsa

cos2x = 1 — 2sin’x Yalnizca sinUs biliniyorsa
¢ ORNEK

CoSx = % olsun.
cos2x degerini bulalim.
Yalnizca kosinis bilindigi icin 2cos?x — 1 bicimi secilir.

1 7
COS2X = 2-5— 1= =5 olur.

Uygun bicim secildiginde eksik orani bulmaya, dolayisiyla acinin bélgesini disiinmeye gerek kalmaz.
Kosinusun iki kati, acinin bélgesinden bagimsiz olarak tek bir deger verir.

@ HAP BILGI
Yalniz kosintis biliniyorsa cos2x = 2cos2x — 1, yalniz siniis biliniyorsa cos2x = 1 — 2sin®x bigimi

secilir.

Tanjantin iki kat

tan2x = % formiilii yalnizca tanjant cinsinden yazilmistir; siniis ya da kosiniise gerek yoktur.
n-x

Paydanin sifir oldugu durumda, yani tanx = # 1 iken tan2x tanimsizdir.
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¢ ORNEK
1
tanx = S olsun.
tan2x dederini bulalim.

Do
tan2x = n

N | =

ENES
ENES

4
Sonug B olur.

Tanjantin iki kati, acinin boélgesini bilmeden yalnizca tanjant degeriyle hesaplanabildigi icin tanjanti
verilen sorularda en kisa yoldur. Sonucun isareti ise iki kat acinin hangi bélgede bulundugu hakkinda

da bilgi verir.

= HAP BiLGi

2tanx
tan2x = —— olur.
1 n°x

tanx = 1 ya da tanx = —1 iken payda sifir olur ve tan2x tanimsizdir.

Bolgesi verilen agida iki kat

Aci ikinci bolgede oldugunda kosinus negatiftir. Bu isaret sin2x in isaretini dogrudan etkiler; cos2x in
isareti ise karelerin farkindan belirlenir.

¢ ORNEK
o Co e g 12
x ikinci bolgede ve sinx = 5 olsun.

sin2x ve cos2x dederlerini bulalim.

5 q 12 5 120
CoOSXx =——.Ssin2x=2-—-[—— | = ——.
13 13 13 169
25 144 119
cos2x = — — — = —— olur.
169 169 169

iki degerin de negatif cikmasi 2x acisinin liclincii bélgede oldugunu gdsterir. Bu tutarlidir: x yaklasik
112,6° oldugundan 2x yaklasik 225,2° olur.

iki kattan aginin oranlarina dénmek

Bazi sorularda iki kat acinin degeri verilir ve acinin kendi oranlari istenir. Bu durumda kosintsun iKi
bicimi tersten kullanilir: cos2x biliniyorsa sin®x ve cos2x dogrudan hesaplanir, isaret ise acinin

bolgesinden secilir.

o ORNEK
7
X dar acgl ve cos2x = P olsun.

sinx ve cosx degerlerini bulalim.

. 7 o . 9 L 3
1 — 2sin®x = — oldugundan sin’x = —, yani sinx = -.
25 25 5

16

7 £ q 4
2cos’x — 1 = - oldugundan cos’x = =+ Yani cosx = - olur.
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Tersten kullanim kaliplari

iki kat acI formiillerinin tersten okunusu, uzun gériinen ifadeleri tek bir degere indirir. En sik gériilen (¢
kalip sunlardir:

ifade Esiti

2sinxcosx sin2x

cos2x — sin’x cos2x

1 — 2sin®x ya da 2cos?x — 1 coS2x
¢ ORNEK

c0s222,5° — sin?22,5° ve 1 — 2sin®15° ifadeleri verilsin.
ifadelerin degerini bulalim.

S o 2
Birincisi cos45° = vz olur.
2

ikincisi cos30° = \/37 olur.

Kuvvet azaltma formulleri

Kosindsun iki bicimi kareli terim igin ¢ézUllnce kuvvet azaltma formdulleri elde edilir. Bu formdller kare
terimi, iki kat acinin birinci kuvvetine gevirir:

1 —cos2x

sin’x =
2

) 1+ cos2x
COS“X = —

Bu formdller integral hesabinda, periyot sorularinda ve dordiincu kuvvetli ifadeleri sadelestirmede
kullanilir. Kuvvet azalirken acinin iki katina ¢iktigina dikkat etmek gerekir.

@ HAP BiLGIi
1 —cos2x 1 + cos2x

ve cos’x = olur.

sin’x =

Kare terim, iki kat acinin birinci kuvvetine iner.

Dordincu kuvvetler

sin*x + cos*x gibi ifadeler, iki kare toplaminin karesinden yararlanilarak sadelesir. (sin’*x + c:oszx)2 =1
oldugundan dérdiincii kuvvetlerin toplami 1 — 2sin®xcos?x tir.
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¢ ORNEK
sin*15° + cos*15° ifadesi verilsin.
ifadenin degerini bulalim.

sin?30°
olur.

2
0 sin“2x
2sin’xcos?x = -

1 7
1 — - = - bulunur.
8 8

Benzer yolla cos*x — sin“x farki, iki kare farki olarak acilip (cos®x — sin®x)(cos®x + sin®x) = cos2x
bicimine iner.

Yarim agi formilleri

Kuvvet azaltma formullerinde x yerine z yazilir ve karekdk alinirsa yarim agi formdlleri elde edilir:

Sinx . 1 — cosx
27 T 2

COSJ_C -+ 1 + cosx
2 2

= HAP BILGI
Karekokin onlindeki isaret formiilden gelmez.

Isaret, yarim acinin hangi bélgede olduguna bakilarak segilir.

Yarim agiyla deger hesaplamak

Yarim ac¢i formdlleri, 6zel acilarin yarisi olan 22,5° ve 15° gibi acilarin degerlerini verir. Bu agllar birinci
bolgede oldugu icin karekokilin isareti pozitiftir.

¢ ORNEK
€0s22,5° ve sin22,5° degerleri istensin.

Yarim aci formdulleriyle bulalim.

2++/2
COSZZS _ 1 + cos45° 2+\/2 \/— .
V 4 2
A=
sin22,5° = 1/1_°°S45 \/2 olur.

YR _f = 1 cikar; temel 6zdeslikle yapilan bu kontrol, hesapta

B

iki degerin karelerinin toplami 2t

hata olmadigini gosterir.
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Yarim acida igaret segimi
Acl birinci bolgede degilse yarim acinin boélgesi dikkatle belirlenmelidir. x acisi bir araliktaysa g acisl bu

araligin yarisindadir; isaret bu yeni araliktan okunur.

¢ ORNEK
o ° 3
180° < x < 270° ve cosx = — olsun.

. X P v o .
sm; ve cos; degerlerini bulalim.

90° < ;-C < 135° oldugundan yarim aci ikinci bolgededir: sinlis pozitif, kosinls negatif.

3 3
1+4+= 2./5 1-= 5
. X X
sin- =4/ — = 2X_vecos==—/— =—X—olur.
2 2 5 2 2 5

A DIKKAT
Yarim acinin bélgesini acinin kendi bolgesiyle karistirmak.

Ornekte x {iclincii bélgededir ama g ikinci bélgededir. Isaret x e gére secilseydi iki degerin de

negatif alinmasi gerekirdi ve sintisln isareti yanlis olurdu.

Tanjantin yarim agisi

Tanjantin yarim aci formall karekok icermeyen iki bicimde yazilabilir. Bu bicimler, sinx

kesrinin pay ve

1 + cosx

paydasi iki kat aci formilleriyle acilarak elde edilir:

X sinx 1 — cosx
tan— = = -
2 1+4cosx sinx
2 ORNEK
tan22,5° ve tan15° degerleri istensin.
Karekdk icermeyen bicimle bulalim.
\/2
o _ l—cosd5® 17— _
tan22,5° = T \/7 1.
2
_ o 1L
tan15® = %0 — = =2—,/3 olur.

sin30° =
2

Bu bicimin Ustlnllgu isaret sorununu ortadan kaldirmasidir: kesir kendi isaretini tasidigi icin bolge

tartismasina gerek kalmaz.

Tanjant yarim agi doniisimi
t= tang yazilirsa sinus ve kosinus yalnizca t cinsinden ifade edilebilir. Bu donlsum, farkli oranlari

iceren ifadeleri tek bir degiskene indirmenin gtcli bir yoludur:
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Oran t= tang ile

sinx
1+41£2
2
coSXx 1-t
1462
tanx 2‘2
11—t
¢ ORNEK
X
tanz = 2 olsun.
sinx ve cosx degerlerini bulalim.
g 2-2 4
sinx = — = -.
1+4 5
1-4 3 ] .
cosx = — = —: olur; kareleri toplami 1 dir.
+

Ug kat agi formiilleri

Ug kat agl, iki kat ac1 ile acinin kendisinin toplami olarak yazilir. Toplam formdilii ve iki kat agi formiilleri
birlikte uygulaninca sonug tek bir oran cinsinden elde edilir:

Formdil Acilimi

sin3x 3sinx — 4sin’x

cos3x 4cos3x — 3cosx
¢ ORNEK

x = 60° icin kosinlsun uc¢ kat formulinU kontrol edelim.
iki tarafi ayri ayri hesaplayalim.
Sol taraf: cos180° = —1.

Sag taraf: 4 - ; -3 ; = % — 2 = —1. iki taraf esittir.

N T w

Sadelestirme

iki kat acl iceren kesirler, pay ve payda ayni aclya indirilince cogu zaman tek bir orana sadelesir.
Paydada 1 + cos2x ya da 1 — cos2x goruluyorsa kosinlsun uygun bigimi secilir; bdylece sabit 1 yok
olur.

¢ ORNEK

1—cos2x . . O
ifadesi verilsin.

sin2x

ifadeyi sadelestirelim.
Pay 1 — (1 — 2sin®x) = 2sin’x, payda 2sinxcosx olur.

Sadelesince — = tanx Kalrr.
COSX
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sin2x

Ayni yolla ifadesinin de tanx e esit oldugu gdsterilir. Bu iki kesir, tanjantin yarim a¢i formalinin

1+ cos2x
X yerine 2x yazilmis halidir.

Kotanjant ile tanjantin farki

iki kat aci formdillerinin kesirli ifadelerdeki bir baska kullanimi, cotx — tanx farkidir. Fark siniis ve
kosinUs cinsinden yazilip paydalar esitlenince pay cos2x, payda ise szﬁ olur. Sonugcta

cotx — tanx = 2cot2x 6zdesligi elde edilir.
o ORNEK
cotl5® — tan15° ifadesi verilsin.
ifadenin degerini bulalim.
Ozdeslikle ifade 2cot30° olur.

2\/§ bulunur; cotl5° =2 + \/§ ve tanl5° = 2 — \/3 degderleriyle de ayni sonug ¢ikar.

Ozdeslik ispat
iki kat acili 6zdesliklerde genellikle karmasik taraf acilir ve temel 6zdeslikle sadelestirilir. Kare
acilimlarinda ortaya ¢ikan 2sinxcosx terimi sin2x olarak taninmahdir.

¢ ORNEK

(sinx + cosx)® = 1 + sin2x esitligi verilsin.

Esitligin 6zdeslik oldugunu gosterelim.

Sol taraf acilir: sin’x + 2sinxcosx + cos2x.

Kareler toplami 1, orta terim sin2x tir; sonu¢ sag tarafa esittir.

iki kat agtyla denklem

Denklemde cos2x ile sinx birlikte gériiliiyorsa cos2x icin 1 — 2sin®x bicimi secilir. Béylece denklem sinx
e gore ikinci dereceden bir denkleme dondsdir.

¢ ORNEK

[0°,360°) araliginda cos2x + sinx = 0 denklemi verilsin.

Denklemi ¢ozelim.

1 — 2sin’x + sinx = 0, yani 2sin’x — sinx — 1 = 0 ve (2sinx + 1)(sinx — 1) = 0.

sinx = 1 icin x = 90°; sinx = —% icin x = 210° ya da 330°.

En biyik ve en kiicik deger

sinxcosx ¢carpimi iceren ifadeler iki kat aciyla tek bir sintise indirilir; sonra sinlistin —1 ile 1 arasinda
kalmasi kullanilir.
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¢ ORNEK
y = 4sinxcosx + 1 fonksiyonu verilsin.

En buyuk ve en kigik degeri bulahm.
4sinxcosx = 2sin2x oldugundan y = 2sin2x + 1 olur.

—2 < 2sin2x < 2 oldugundan y en az —1, en fazla 3 olur.

Uygulama: egik atis menzili

v2sin26

g

Fizikte yerden v hiziyla ve yatayla 6 agisI yapacak bi¢cimde atilan bir cismin menzili R =

formullyle bulunur. Formuldeki sin26, iki kat agi formuliinin 2sin6cosf ¢arpimindan gelir.

¢ ORNEK
v = 20 metre bolu saniye ve g = 10 metre bolu saniye kare alinsin.

15°, 45° ve 75° lik atislarin menzillerini karsilastirahm.

R= %)sinZQ = 40sin26. 15° icin 40sin30° = 20 metre.

75° igin 40sin150° = 20 metre; 45° icin 40sin90° = 40 metre ile en biyuk menzil elde edilir.

Tamler iki aciyla yapilan atislarin ayni menzile ulasmasi, sin26 ile sin(180° — 26) dederlerinin esit

olmasindan kaynaklanir.

= HAP BILGI
Gilindelik hayatta
Hava direnci ihmal edildiginde yerden atilan bir top en uzaga 45° ile atilinca gider, ¢linkli o zaman

sin26 = 1 olur.

30° ve 60° ile ayni hizda atilan toplar ayni uzakliga duser: sin60° = sin120° olur.

Formbullerin ozeti

Konu Formidil
iki kat siniis sin2x = 2sinxcosx
iki kat kosiniis cos2x = 2cos?x — 1 = 1 — 2sin’x
. . 2
iki kat tanjant tan2x = —a
1 — tan?x
. 1- 2
Kuvvet azaltma sin?x = 1290
Yarim acl cos® = 4 [T
2 - 2
. 1-—
Tanjant yarim agl tant = —<
2 sinx

Tablodaki her forml toplam formdllerinden ve temel 6zdeslikten turetilebilir. Tlretme yolunu bir kez
kavramak, tabloyu ezberlemekten daha kalicidir.
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Sinavda iki kat ve yarim ag¢i

B SINAVDA NASIL GIKAR

ileri diizeyde (AYT) bu formiiller; bir orandan iki kat acinin degerini bulma, kosiniisiin uygun
bicimini segcme, tersten kullanim kaliplari, yarim agida isaret secimi ve denklem ¢6zme biciminde
karsina cikabilir.

Kuvvet azaltma formdlleri periyot ve integral sorularinda da dolayl olarak gerekir.

Soruda sinxcosx, cos®x — sin®x ya da 1 — 2sin®x goriiyorsan ilk is bunlari iki kat aclya cevirmektir. Yarim
acl sorularinda ise hesaba baslamadan 6nce yarim acinin boélgesini yaz; isaret hatasi bu sorularin en
yaygin tuzagidir.

Sik yapilan hatalar
Hata Dogrusu
sin2x = 2sinx sin2x = 2sinxcosx
C0oS2x = 2cosx — 1 cos2x = 2cos’x — 1
sing = % Yarim aci formuli kullanilir
Yarim acida isareti acinin bolgesinden almak Yarim ac¢inin bolgesinden
Kuvvet azaltmada aclyi ayni birakmak Acl iki katina cikar
tanx = =+ 1 iken tan2x i hesaplamak tan2x tanimsizdir

Bir formulin dogru hatirlanip hatirlanmadigini x = 30° gibi bir 6zel aciyla denemek en guvenilir
kontroldiir. Ornegin 2c0s?30° — 1 = % = c0s60° oldugu icin kosinls bicimi dogrudur.

< Hap bilgi 6zeti

0 Yalniz kosiniis biliniyorsa cos2x = 2cosx — 1, yalniz siniis biliniyorsa cos2x = 1 — 2sin®x bicimi
secilir.

2tanx
9 tan2x = olur.

1 — tan®x

tanx = 1 ya da tanx = —1 iken payda sifir olur ve tan2x tanimsizdir.

) 1 —cos2x 2 1+ cos2x
e SIN"X = ———— Ve Cos™X = — olur.

Kare terim, iki kat acinin birinci kuvvetine iner.

o Karekokln énlindeki isaret formulden gelmez.

isaret, yarim acinin hangi bélgede olduguna bakilarak secilir.
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e Giindelik hayatta

Hava direnci ihmal edildiginde yerden atilan bir top en uzaga 45° ile atilinca gider, ¢linkl o
zaman sin26 = 1 olur.

30° ve 60° ile ayni hizda atilan toplar ayni uzakliga duser: sin60° = sin120° olur.

® Sik sorulanlar

iki kat aci formiilii nedir?

sin 2x esittir 2 sin x cos X, cos 2x esittir cos kare x eksi sin kare x ve tan 2x esittir 2 tan x bolu 1
eksi tan kare x tir.

cos 2x in U¢ bigimi nelerdir?
cos kare x eksi sin kare x, 2 cos kare x eksi 1 ve 1 eksi 2 sin kare x tir. Hangi oran biliniyorsa ona
uygun bigim secilir.

Yarim aci formullinde isaret nasil segilir?

Karekokin isareti, yarim acinin bulundugu boélgeye gore secilir. Acinin kendi bolgesi degil, yarisinin
bolgesi onemlidir.

Kuvvet azaltma formuli nedir?

sin kare x esittir 1 eksi cos 2x boll 2, cos kare x esittir 1 arti cos 2x bolu 2 dir.

tan 22.5 derece kactir?
Tanjantin yarim agi formuliiyle kdk 2 eksi 1 bulunur.

Ug kat aci formiilii nedir?

sin 3x esittir 3 sin x eksi 4 sin kip x, cos 3x esittir 4 cos kip x eksi 3 cos x tir.

Y= Kontrol listesi

iki kat acI formiillerini toplam formiillerinden tiiretebiliyorum.

Bir orandan iki kat acinin sinls, kosinls ve tanjantini bulabiliyorum.
Kosinlsun u¢ bigiminden uygun olani segebiliyorum.

Bodlgesi verilen acgida iki kat acinin isaretlerini belirleyebiliyorum.
Tersten kullanim kaliplarini taniyabiliyorum.

Kuvvet azaltma formullerini kullanabiliyorum.

Yarim ac¢i formulleriyle deger hesaplayabiliyorum.

O 0 0 00 o000

Yarim acida karekokln isaretini dogru secebiliyorum.
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(J Tanjant yarim aci déntisiimiini ve Ug kat aci formdillerini uygulayabiliyorum.

() ki kat aci formdilleriyle sadelestirme ve denklem ¢cdzme yapabiliyorum.

Bu belge hakkinda. Bu PDF, ahmetcelen.com.tr'deki iki Kat Aci ve Yarim Aci Formiilleri yazisinin AC-025 kodlu
belgesinin 1.0 stirimadur.

Suriim gecmisi ve degisiklikler: ahmetcelen.com.tr/d/ac-025/. Glincel stiriimi ve bitlin konularin PDF'lerini
ahmetcelen.com.tr/pdf/ adresinde bulabilirsiniz. Elinizdeki dosyanin bizim yayimladigimiz striimle birebir ayni olup
olmadigini ahmetcelen.com.tr/d/ adresinde denetleyebilirsiniz; dosya cihazinizdan disari génderilmez.
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