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@ Trigonometri AYT

Trigonometrik Toplam ve Fark Formulleri

Trigonometrik toplam ve fark formulleri, iki aginin toplaminin ya da farkinin sintus, kosinls ve
tanjantini acilarin kendi degerleriyle hesaplamayi saglar. Bu formiiller sayesinde 15, 75 ya da 105
derece gibi 6zel olmayan acilarin tam degeri bulunur. Bu yazida formdillerin birim cemberden ispatini,
diger formillerin turetilmesini, deger hesaplamayi, bolgesi verilen acilarla calismayi, formull tersten
tanimayi, 6zdeslik ispatlarini, i¢ggende ve iki dogru arasindaki acida kullanimi ¢6zUmld érneklerle ele
aliyoruz.
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Toplam ve fark formilleri ne igse yarar?

@ ONCE SUNLARI BiL

Bu yaziyl daha rahat anlamak icin 6zel acilarin degerlerini, birim cemberi ve temel 6zdesligi biliyor

olman yeterli.

Temel bilgiler icin Birim Cember Konu Anlatimi ve Trigonometrik Ozdeslikler ve Formiiller

yazilarina g6z at.

Ozel acilar olan 30°, 45° ve 60° nin degerleri ezbere bilinir. Peki 75° ya da 15° gibi acilar? Bu acilar 6zel
acilarin toplami ya da farki olarak yazilabilir: 75° = 45° + 30° ve 15° = 45° — 30°. Toplam ve fark
formdlleri, bu yazilisi deger hesabina donlstlren aracglardir.

Kapaktaki 6grenciler mavi ve kirmizi iki agi dilimini ahsap bir disk lzerinde yan yana koyarak
birlestiriyor, sonra birini digerinden ¢ikararak ayiriyor. Formuller tam olarak bu iki islemin trigonometrik
karsiligidir: birlesen acinin degeri, parcalarin degerlerinden hesaplanir.

Formbullerin listesi

Alti formul Ug¢ ¢ift halinde 6grenilir. Her ciftte toplam ve fark formull yalnizca isaretlerle ayrilir:
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Formdil Acilimi

sin(a + b) sinacosb + cosasinb
sin(a — b) sinacosb — cosasinb
cos(a + b) cosacosb — sinasinb
cos(a — b) cosacosb + sinasinb
tan(a + b) tana + tanb

1 — tanatanb
tan(a _ b) tana — tanb

1 + tanatanb

@ HAP BILGI

SinUste isaret korunur: toplamda arti, farkta eksi.

Kosinlste isaret ters doner: toplamda eksi, farkta arti.

Kosiniis fark formilinin ispath

Formdllerin hepsi tek bir formulden turetilebilir: kosints fark formuld. Birim gember Uzerinde
P(cosa, sina) ve Q(cosb, sinb) noktalarini diistin. Bu iki nokta arasindaki merkez acisi a — b dir.

iki nokta arasindaki uzakligin karesi koordinatlarla hesaplanirsa (cosa — cosb)2 + (sina — sinb)2 bulunur.
Acilip temel 6zdeslik kullanilinca bu ifade 2 — 2(cosacosb + sinasinb) olur.

Simdi cemberi, Q noktasi (1,0) a gelecek bicimde dondurelim. Uzaklik degismez; P ise
(cos(a — b),sin(a — b)) noktasina gelir. Bu kez uzakhgin karesi 2 — 2cos(a — b) cikar. iki sonug
esitlenince formdil elde edilir:

cos(a — b) = cosacosb + sinasinb

Diger formiillerin tiiretilmesi

Kosinus fark formullinde b yerine —b yazilirsa, kosinusin ¢ift ve sintisiin tek fonksiyon olmasi
sayesinde cos(a + b) = cosacosb — sinasinb elde edilir.

Sinus igin timler aci kurali kullanilir: sin(a + b) = cos(90° — (a + b)) = cos((90° — a) — b). Bu ifadeye
kosinUs fark formull uygulaninca sinacosb + cosasinb ¢ikar. Sinus fark formUlu de yine b yerine —b
yazilarak bulunur.

Bu tlretme zinciri, alti formUld ayri ayri ezberlemek yerine tek bir fikirden kurmayi saglar. Sinavda bir
isaret akla takilirsa zincirin bir halkasini yeniden yapmak birka¢ saniye sdrer.

Tanjant formilinin tiretilmesi

Tanjant toplam formdald, sinls ve kosinils toplam formullerinin oranindan gelir.
sinacosb + cosasinb

tan(a + b) = ——————— kesrinin pay! ve paydasi cosacosb ye bolindir.

cosacosb — sinasinb
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Paydaki iki terim tana ve tanb ye, paydadaki terimler ise 1 ve tanatanb ye donlsur. Sonug {ana + tanb

1 — tanatanb
formultdur. Payda sifir oldugunda, yani tanatanb = 1 iken toplam aginin tanjanti tanimsizdir; bu

durumda a + b ac¢isi 90° nin tek katidir.

Ozel olmayan agilarin sinist
Ozel olmayan bir acinin siniisiinii bulmak icin ac, iki 6zel aginin toplami ya da farki olarak yazilir.
Genellikle 30°, 45°, 60° ve 90° acilarindan ikisi yeterlidir.

¢ ORNEK

sin105° ve sin15° degerleri istensin.

Toplam ve fark formdlleriyle bulahm.

sin105° = sin(60° + 45°) = \/37\/274.%\/72 _ V0 :\/2 )

sin15° = sin(45° —30°) = Y. & V2 1 _ WO T2

T 2 2 2 4
sin105° ile sin75° ayni ¢ikar; ¢lnku iki acl butlnlerdir ve bUtlnler acilarin sindsleri esittir.
= HAP BILGI

Ozel olmayan bir acl iki 6zel acinin toplami ya da farki olarak yazilir.

Ornegin 105° = 60° + 45° ve 15° = 45° — 30° olur.

Ozel olmayan agilarin kosiniist
Kosinlis hesabinda formuldeki isaretin ters dondigiini unutmamak gerekir. Toplam aginin kosinlstinde
iki carpim arasina eksi, fark agisinin kosinlistinde arti gelir.

2 ORNEK

cos75° ve cos105° degerleri istensin.

Toplam formultyle bulahm.

COS75° = COS(450 + 300) = —2 . \/—_3 —_ _2 .l = \/E _\/7 .
22 2 2 4

c0s105° = cos(60° +45°) = 2. Y2 _ B V2 _ V2 ~VF
2 2 2 D) 4

cos105° negatif ¢iktl; bu beklenen bir sonugctur, ¢iinkl 105° ikinci bélgededir ve orada kosinus negatiftir.
Sonucun isaretini bolgeyle karsilastirmak hesabi denetlemenin en hizli yoludur.

Ozel olmayan agilarin tanjanh

Tanjant hesabinda karekokler paydada kalir; sonuc genellikle payda eslenigiyle genisletilerek
sadelestirilir.
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2 ORNEK
tan75° degeri istensin.

Tanjant toplam formduldyle bulalim.

tan75° = tan45° + tan30° _ 1+ \/gT _ 3443
1-tand5"tan30° 1_33  3-y3°
3

2
Eslenikle genisletilince (33\/? =2 +66\/§ =2+ ./3 olur.

tan105° ise —(2 + \/§ ) tr; ¢linkd 105° ile 75° butlnlerdir ve butlnler agilarin tanjantlari ters isaretlidir.
tanl5° ise 2 — \/ﬁ tdr ve tan75° ile carpimi 1 dir; iki aci timler oldugu icin bu da beklenen sonuctur.

Radyanla verilen acilar

Acl radyanla verildiginde de ayni yol izlenir. 1”—2 radyan 15° ye, Z—Z radyan ise 105° ye karsilik gelir.

. T T T .
Radyanli yazimda 6zel acilar oy ve 3 dir.

¢ ORNEK
T o 0 q
cosE degeri istensin.

Degeri bulalim.

T T T
=3 +2 olarak yazilir.

12
T T . T . T —4/6
COS=COS— — Sin-sin- = V2 =V® o
3704 374 4

Verilen oranlardan hesap

Sorularda acilar cogu zaman dogrudan verilmez; bunun yerine birer trigonometrik oranlari verilir. Bu
durumda dnce her acginin eksik orani temel 6zdeslikle ya da bir dik G¢genle bulunur, sonra formdl

uygulanir.

2 ORNEK
q 3 5
a ve b dar acllar, sina = S ve cosb = 5 olsun.

sin(a + b) ve cos(a + b) degerlerini bulalim.

5 4 g 12 . 3 5 4 12 63
Eksik oranlar: cosa = - ve sinb = =.sin(a+b)==-=—+-.- ===
5 13 5 13 5 13 65
4 5 3 12 16
cos(a+b)=--——-- — =——olur.
5 13 5 13 65

Kosiniislin negatif cikmasi, a + b toplaminin 90° den biyiik oldugunu gdésterir. Ayni veriyle
sin(a — b) = —2 ve cos(a — b) = Z—g bulunur; sinlistin negatif olmasi da b nin a dan buylk oldugunu

anlatir.

Bolgesi verilen agilar

Acllardan biri ikinci, Gc¢lincl ya da dordinci bolgedeyse eksik oranin isareti bolgeden secilir. Karekok
alinirken isaret atlanirsa formil dogru uygulansa bile sonug yanlis gikar.
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¢ ORNEK
e . 4 . 5
a ikinci bolgede ve sina = o b dar aci ve sinb = o olsun.

cos(a + b) degerini bulahm.

ikinci bélgede kosiniis negatiftir: cosa = —g. Ayrica cosb = g

3 12 4 5 56
cos(a+ b) = (—-) - Z—_.Z=—olur.
5 5 65

Formuli tersten tanimak

Sinav sorularinin 6nemli bir kisminda formdal aciimis halde verilir ve toplu haline getirilmesi beklenir.
sinxcosy + cosxsiny bi¢imini goéren 6grenci bunun sin(x + y) oldugunu tanimahdir.

¢ ORNEK
sin50°cos10° + c0s50°sin10° ve cos70°cos10° + sin70°sinl0° ifadeleri verilsin.

ifadelerin degerini bulalim.
Birincisi sinlis toplam formdaliddr: sin(50° + 10°) = sin60° = ‘/?7

ikincisi kosinliis fark formdiliidiir: cos(70° — 10°) = cos60° = i

Tanimanin ipucu ¢arpimlarin diizenidir: sinds formullerinde her ¢carpimda bir sints ve bir kosinUs
bulunur; kosinus formdillerinde ise ¢carpimlardan biri iki kosinlisten, digeri iki sinlisten olusur.

= HAP BILGI
sinxcosy + cosxsiny ifadesi sin(x + y) olur; acgiimis formdll tanimak islemi tek satira indirir.

Tanjant formilini tersten tanimak

Tanjant toplam formlindn bicimi de taninmalidir: payda iki tanjantin toplami, paydada 1 eksi ayni
tanjantlarin carpimi varsa ifade toplam acginin tanjantidir.

¢ ORNEK

tan20° + tan25° . . I
————— ifadesi verilsin.
1 —tan20 tan25

ifadenin degerini bulalim.
ifade tan(20° + 25°) bicimindedir.
tan45° = 1 olur.
Bu sonuctan ilging bir kural ¢ikar: toplami 45° olan iki acl icin (1 + tana)(1 + tanb) = 2 dir. Form{ldeki

esitlik tana + tanb = 1 — tanatanb biciminde yazilip iki tarafa 1 + tanatanb eklenince bu ¢arpim elde
edilir. Ornegin (1 + tan20°)(1 + tan25°) = 2 olur.

@ ahmetcelen.com.tr - Egitime Bir Tik Katki AC-024 - Surim 1.0 - Sayfa6/13


https://ahmetcelen.com.tr/?utm_source=pdf&utm_medium=pdf&utm_campaign=ac-024
https://ahmetcelen.com.tr/d/ac-024/1-0/

Tanjantlardan a¢i bulmak

iki acinin tanjanti biliniyorsa toplamlarinin tanjanti hesaplanir ve sonug bir zel aclya karsilik geliyorsa
toplam aci bulunur. Acilarin araligi mutlaka hesaba katiimalidir.

¢ ORNEK
1 1
a ve b dar agllar, tana = S ve tanb = S olsun.

a + b toplamini bulalim.

11
tan(a + b) = 23 =

= =1.
1-—

ENRY N

6

iki dar acinin toplami 0° ile 180° arasindadir ve tanjanti 1 olan tek aci 45° dir.

TUmler acilarda tanjant carpimi

Toplami 90° olan iki aginin toplaminin tanjanti tanimsizdir. Formulde paydanin sifir olmasi gerektigi igin
1 — tanatanb = 0, yani tanatanb = 1 olur. Bu sonug, timler acgilarin tanjantlarinin birbirinin carpmaya
gore tersi oldugunu soyler.

2 ORNEK

tan10° - tan20° - tan70° - tan80° ¢carpimi verilsin.

Carpimin degerini bulalim.

Carpanlar timler ciftler halinde gruplanir: (tan10°tan80°)(tan20°tan70°).

Her parantez 1 e esittir; carpim 1 olur.

= HAP BiLGi
a+ b =90°ise tana - tanb = 1 olur.

Butinler ve timler kurallan

Birim ¢cemberden bilinen indirgeme kurallari aslinda toplam ve fark formullerinin 6zel halleridir.
Acllardan biri 90° ya da 180° oldugunda sinis ve kosintsi 0 ya da =1 oldugu i¢in formdlun bir terimi

duser.
2 ORNEK
sin(90° + x) ve cos(180° — x) ifadeleri verilsin.
Formdillerle sadelestirelim.
sin(90° + x) = sin90°cosx + c0s90°sinx = cosx.

c0s(180° — x) = cos180°cosx + sin180°sinx = —cosx.
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Toplam ve farkin carpimi

Toplam ve fark formdlleri birlikte kullanilinca kisa ve kullanish 6zdeslikler ortaya ¢ikar. Bunlardan en
bilineni, sinus toplami ile sinlis farkinin ¢carpimidir.

2 ORNEK
sin(a + b) - sin(a — b) = sin’a — sin’b esitligi verilsin.

Esitligin 6zdeslik oldugunu gdsterelim.

Sol taraf iki kare farki bicimindedir: sinacos?b — cos2asin’b.

cos?b = 1 — sin?b ve cos?a = 1 — sin’a yazilinca carpimli terimler sadelesir ve sin’a — sin?b kalir.
Benzer yolla cos(a + b) - cos(a — b) = cos’a — sin’b 6zdesligi de gosterilir. Ornegin

. o = o . o . o 1 1 1
sin75°sin15° = sin45° — sin?30° = - — 1= olur.

\S)

Iki terimi tek sinise cevirmek
asinx + bcosx bicimindeki bir ifade, sinlis toplam formili tersten okunarak tek bir sinls olarak

yazilabilir. Once ifade vV a2 + b’ parantezine alinir, sonra katsayilar bir acinin kosinlisl ve sintsu olarak
taninir.

2 ORNEK
\/§ sinx + cosx ifadesi verilsin.

ifadeyi tek bir siniis olarak yazalim.

£/3+1 =2:ifade 2<\/§ sinx + %cosx) olur.

2

\/?T = c0s30° ve % = sin30° oldugundan ifade 2sin(x + 30°) olur.

Bu yazilis ifadenin alabilecegi degerleri de hemen gdsterir: sintis —1 ile 1 arasinda kaldigi icin
\/§ sinx + cosx en fazla 2, en az —2 olur.

Fark bicimini tek siniise cevirmek

Katsayilardan biri negatif oldugunda ayni yontem sinls fark formdaltyle uygulanir. Katsayilarin
karelerinin toplaminin karekokl parantez disina alinir ve igeride kalan sayilar bir 6zel aginin kosinlsu ve
sinlisu olarak okunur.

2 ORNEK
sinx — cosx ifadesi verilsin.

ifadeyi tek bir siniis olarak yazalim ve deger araligini bulalim.

JI+T = \/7 : ifade \/7 (‘/Tzsinx — \/Tzcosx) olur.

‘/27 = cos45° = sin45° oldugundan ifade \[2 sin(x — 45°) olur ve —,/2 ile \[2 arasinda deger alir.
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Formiille denklem ¢6zmek
Denklemde aciimis bir toplam formull goruliyorsa dnce toplu hale getirilir; sonra tek bir trigonometrik

denklem ¢ozdlur.

2 ORNEK
[0°,360°) araliginda sinxcos30° + cosxsin30° = 1 denklemi verilsin.

Denklemi ¢ozelim.
Sol taraf sin(x + 30°) tir; denklem sin(x + 30°) = 1 olur.

x 4+ 30° = 90°, yani x = 60° bulunur.

Trigonometrik denklem ¢6zme ydntemlerinin tamami igin Trigonometrik Denklemler Nasil Cézulur?

yazisina bakabilirsin.

Ucgende toplam formiili

Bir ticgenin i¢ acilari toplami 180° oldugu igin C = 180° — (A + B) dir. Bltlinler a¢i kuraliyla
sinC = sin(A + B) ve cosC = —cos(A + B) olur. Bdylece iki aginin oranlari bilinen bir Giggende lgunci

acinin oranlari toplam formdullyle bulunur.

¢ ORNEK
. o . 3 q 5
Bir Uggende A ve B dar acllar, sinA = p ve sinB = o olsun.

sinC ve cosC degerlerini bulalim.

cosA=f,cosB= E.sinC=sin(A+B)= 2.2,
5 13 5 13 5 13 65
48 15 33 .
cosC = —cos(A + B =—<———) = ——; C genis acidir.
tlardi) 65 65 6~ geniz ac

iki dogru arasindaki agi

Egimi m olan bir dogru yatay eksenle tanjanti m olan bir aci yapar. iki dogru arasindaki aci bu iki aginin
farkidir; tanjant fark formillyle arada kalan dar acinin tanjanti bulunur:

m; —m,

tanf =
1+mym,

¢ ORNEK
S0 q 1 LA o T
Egimleri 3 ve 3 olan iki dogru verilsin.

Dogrular arasindaki dar aciyi bulalim.

3=

tanf = = Il
1+E

[ YRV YR

Dogrular arasindaki dar aci 45° dir.
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Paydanin sifir oldugu durum, yani m;m, = —1 olmasi, dogrularin dik kesistigini gdsterir. Analitik
geometrideki diklik kosulu bu formulin dogal bir sonucudur.

o HAP BILGI

Gilindelik hayatta

Haritada egimleri 2 ve —% olan iki cadde dik kesisir.

Formildeki payda 1 + m;m, = 1 — 1 = 0 oldugu igin aradaki acinin tanjanti tanimsizdir, yani agi 90°
olur.

Sinavda toplam ve fark formiilleri

B SINAVDA NASIL GIKAR
ileri diizeyde (AYT) toplam ve fark formiilleri; 6zel olmayan agcilarin degeri, oranlari verilen acilarla
hesap, aciimis formUli tanima ve tanjantlardan aci bulma biciminde karsina cikabilir.

Formul cogu zaman tek basina degil, bir sadelestirme ya da denklem sorusunun i¢inde bir adim
olarak kullantlir.

Soruda iki farkli aci ve carpimlar goériyorsan once toplam ya da fark formulinu tersten tanimayi dene.
Acllar 15°, 75° ya da 105° gibi 6zel acilarin toplami veya farkiysa formdill diiz uygulamak dogrudan
sonuca gaotardr.

Sik yapilan hatalar
Hata Dogrusu
sin(a + b) = sina + sinb Toplam formall kullanihr
cos(a + b) de arti isareti Kosinis toplaminda eksi
cos(a — b) de eksi isareti Kosinis farkinda arti
Tanjant paydasinda isareti karistirmak Toplamda 1 —, farkta 1 +
Eksik oranin isaretini bdlgeden se¢cmemek Bolgeye gore isaret
Tanjanttan aci bulurken aralgi unutmak Acilarin araligi kontrol edilir

Formduldeki isaretten emin olmadiginda a = b = 45° gibi basit bir degerle kontrol et. cos90° = 0 olmasi
gerektigi icin cos(45° + 45°) acilimindaki isaretin eksi oldugu hemen goralir.

< Hap bilgi 6zeti
o Sinuste isaret korunur: toplamda arti, farkta eksi.

Kosinlste isaret ters doner: toplamda eksi, farkta arti.

e Ozel olmayan bir ac! iki 6zel aginin toplami ya da farki olarak yazilir.

Ornegin 105° = 60° + 45° ve 15° = 45° — 30° olur.
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o sinxcosy + cosxsiny ifadesi sin(x + y) olur; agiimis formuli tanimak islemi tek satira indirir.
o a+ b =90° ise tana - tanb = 1 olur.
o Gilindelik hayatta

Haritada egimleri 2 ve —% olan iki cadde dik kesisir.

Formuldeki payda 1 + m;m, = 1 — 1 = 0 oldugu i¢in aradaki aginin tanjanti tanimsizdir, yani agl
90° olur.

® Sik sorulanlar

Sinus toplam formuili nedir?

sin(a + b), sin a carpi cos b arti cos a carpi sin b ye esittir. Fark formullnde arti yerine eksi gelir.

Kosinlis toplam formiulinde neden eksi var?

Formdil birim gemberdeki iki nokta arasindaki uzakliktan turetilir ve sonugta cos a cos b eksi sin a
sin b ¢ikar. a ve b 45 derece alinarak cos 90 derecenin 0 oldugu kontrol edilebilir.

sin 15 derece kactir?

sin 15 derece, sin(45 eksi 30) olarak yazilir ve kok 6 eksi kok 2 bolld 4 bulunur.

tan 75 derece kactir?

Tanjant toplam formullyle 2 arti k6k 3 bulunur.

Toplam formiili tersten nasil taninir?

Her carpimda bir sinlis ve bir kosinis varsa sinlis formull, carpimlardan biri iki kosinls digeri iki
sinlsse kosinds formuludur.

iki dogru arasindaki aci nasil bulunur?

Egimler m1 ve m2 ise dar acginin tanjanti, m1 eksi m2 nin 1artt m1 ¢arpi m2 ye badlimunin mutlak
degeridir.

Y= Kontrol listesi

(J Alti toplam ve fark formilini yazabiliyorum.

(J Kosiniis fark formdiliiniin birim cemberden ispatini aciklayabiliyorum.
(J Diger formdilleri kosiniis fark formiiliinden tiiretebiliyorum.

(J Ozel olmayan agllarin siniis, kosiniis ve tanjantini hesaplayabiliyorum.

(J Oranlari verilen acilarla toplam ve fark degerlerini bulabiliyorum.
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(J Eksik oranin isaretini bolgeden secebiliyorum.

(J Acilmis formuli taniyip toplu hale getirebiliyorum.
(J Tanjantlari verilen acilarin toplamini bulabiliyorum.
(J iki terimli ifadeyi tek bir siniis olarak yazabiliyorum.

(J Formiilleri icgende ve iki dodru arasindaki acida kullanabiliyorum.

Bu belge hakkinda. Bu PDF, ahmetcelen.com.tr'deki Trigonometrik Toplam ve Fark Formulleri yazisinin AC-024

kodlu belgesinin 1.0 strimudur.

Surim gecmisi ve degisiklikler: ahmetcelen.com.tr/d/ac-024/. Glincel surimu ve bitin konularin PDF'lerini
ahmetcelen.com.tr/pdf/ adresinde bulabilirsiniz. Elinizdeki dosyanin bizim yayimladigimiz striimle birebir ayni olup
olmadigini ahmetcelen.com.tr/d/ adresinde denetleyebilirsiniz; dosya cihazinizdan disari gonderilmez.
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