746 Ahmet Celen Matematik Konu Anlatimi ©® ahmetcelen.com.tr

@ Trigonometri AYT

Trigonometrik Fonksiyonlarin Grafikleri

Trigonometrik fonksiyonlarin grafikleri, birim gcember Gzerinde dénen bir noktanin hareketinin
zamana yayllmis halidir. Sinus ve kosinus grafikleri dalga bigimindedir, tanjant ve kotanjant grafikleri
ise dikey asimptotlarla bolinmus dallardan olusur. Bu yazida periyodik fonksiyon kavramini, dort
temel grafigi, genlik, periyot ve 6teleme donuslmlerini, genel bicimin en blyuk ve en kig¢lk degerini,
grafikten denklem okumayi ve grafik yardimiyla denklem ve esitsizlik ¢6zmeyi ¢6zumll drneklerle ele
aliyoruz.
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Birim cemberden grafige

@ ONCE SUNLARI BiL
Bu yaziyl daha rahat anlamak icin birim ¢cemberi, radyani ve 6zel acilarin trigonometrik degerlerini
biliyor olman yeterli.

Temel bilgiler icin Birim Cember Konu Anlatimi ve Trigonometri Konu Anlatimi yazilarina goz at.

Birim ¢ember Ulzerinde sabit hizla donen bir nokta diisin. Noktanin yliksekligi sinlisti, yatay konumu
kosinusu verir. DOnme acisini yatay eksene, ylksekligi dikey eksene yazarsan bir dalga elde edersin;
bu dalga sinus fonksiyonunun grafigidir.

Kapaktaki diizenek bu fikri gorsellestiriyor: donen carklarin uclarina bagh kalemler, kagit ilerledikce
renkli dalgalar giziyor. Carkin buyUkligu dalganin ylksekligini, donme hizi ise dalgalarin ne siklikla
tekrar ettigini belirliyor. Bu iki 6zellik, grafiklerde genlik ve periyot olarak karsimiza ¢ikacak.

Periyodik fonksiyon

Bir fonksiyonun degerleri belirli araliklarla aynen tekrar ediyorsa bu fonksiyon periyodiktir. Her x icin
f(x+T) = f(x) esitligini saglayan en kii¢lk pozitif T sayisina fonksiyonun esas periyodu denir.

Birim cemberde bir tam tur 27z radyan oldugui igin sinlis ve kosinlstn degerleri her 27t de bir tekrar
eder. Tanjant ve kotanjant ise yarim turda, yani her 7z de bir tekrar eder. Bu yizden bir periyotluk grafigi
cizmek, tim grafigi cizmek demektir: ayni parca saga ve sola kopyalanir.

@ HAP BILGI
Periyodik fonksiyonda ayni parca sonsuza kadar tekrar eder.

Bir periyotluk parcayi ¢cizmek, grafigin tamamini bilmek demektir.
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Sinus grafigi
y = sinx grafigini ¢cizmek igin bir periyot boyunca birka¢ dnemli noktanin degeri hesaplanir ve noktalar
dlizgun bir dalgayla birlestirilir. Ceyrek tur araliklarla alinan bes nokta dalganin iskeletini verir:

X 0 z i ki 27
2 2
sinx 0 1 0 -1 0
y

y = sin x grafigi

Grafik baslangi¢ noktasindan gecer, g de en yuksek degeri olan 1 e ulasir, r de yeniden sifira iner, 37”
de en disuk degeri olan —1 e iner ve 27 de basladidi yukseklige doner.

Sinis grafiginin 6zellikleri

Sinls fonksiyonu tiim gergek sayilarda tanimlidir ve yalnizca —1 ile 1 arasindaki degerleri alir. Grafik
orijine gore simetriktir; ¢linkl her x igin sin(—x) = —sinx olur. Bu 6zellige sahip fonksiyonlara tek
fonksiyon denir.

Ozellik y = sinx

Tanim kimesi TUm gergek sayilar
Gorlntd kiimesi [-1,1]

Esas periyot 27

Simetri Orijine gore (tek fonksiyon)
Sifirlar x=km

En biyik deger 1, x= % + 2k iken

Tablodaki k herhangi bir tam sayiyi gosterir. Sifirlarin 7r araliklarla dizilmesi, grafigin yatay ekseni her
yarim turda bir kestigini anlatir.

Kosinis grafigi

y = cosx grafigi de ayni yolla cizilir. Kosinus baslangi¢ta en yuksek degerindedir, bu ylizden dalga 1
den baglar:
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COSX 1 0 -1 0 1

y = cos x grafigi

iki grafik ayni dalgadir; kosinis grafigi, siniis grafiginin 7—; kadar sola kaydiriimis halidir. Bu ylzden her x

icin cosx = sin(x + g) esitligi dogrudur.

Kosiniis grafiginin 6zellikleri
Kosinus fonksiyonu da tim gergek sayilarda tanimhdir, goriinti kiimesi yine [—1, 1] araligidir ve esas

periyodu 27 dir. Farki simetride gorulir: her x icin cos(—x) = cosx oldugundan grafik dikey eksene goére
simetriktir. Bu 6zellige sahip fonksiyonlara cift fonksiyon denir.

Kosinusun sifirlar x = g + km noktalaridir; en buyuk deger olan 1 e x = 2kx noktalarinda, en kiiguk

deger olan —1 e ise x = 7 + 2km noktalarinda ulasilir. Sinls ve kosinlstn en yiksek noktalari arasinda
her zaman ¢eyrek periyotluk, yani g lik bir kayma vardir.

Genlik

y = asinx fonksiyonunda a katsayisi dalganin yiksekligini degistirir. Bu ylkseklige genlik denir ve |a]
ile 6lcullr. Grafik dikey yonde |a| kat uzar; periyot ve sifirlar degismez.
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—'y=sinx
=y = 2 sin X

/2 3m/2 m

y = sin x ve y = 2 sin x grafikleri

¢ ORNEK
y = 3sinx fonksiyonu verilsin.

Genligi ve gorintl kiimesini bulalim.
Genlik 3| =3 tir.

Fonksiyon —3 ile 3 arasindaki degerleri alir: goriintli kiimesi [—3, 3] arali§idir.

Katsayi negatifse genlik yine pozitif alinir; negatif isaret yalnizca grafigi yatay eksene gore ters gevirir.
y = —2sinx grafigi, g de 1 e ¢cilkmak yerine —2 ye iner.

o HAP BILGI
y = asinx fonksiyonunda genlik |a| olur; periyot ve sifirlar degismez.

Periyodun degismesi

y = sin(bx) fonksiyonunda b katsayisi dalganin sikligini degistirir. b buyuduikce nokta gember Ulizerinde

daha hizli déner ve dalgalar siklasir. Yeni periyot ZT formdaltyle bulunur.

bl
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—'y=sinx
==y = sin 2X

y = sin x ve y = sin 2x grafikleri

Grafikte y = sin2x dalgasi, y = sinx in bir tur attigi aralikta iki tur atar; periyodu 27” = 7 dir. Genlik ise

degismemistir: iki dalga da —1 ile 1 arasinda kalir.

2 ORNEK
y = cos3x fonksiyonu verilsin.

Esas periyodu bulalim.

Periyot % formultyle bulunur, burada b = 3.

Esas periyot 2?” dir.

@ HAP BILGI
y = sin(bx) ve y = cos(bx) fonksiyonlarinin periyodu I% olur.

Periyot formilleri

Dort temel fonksiyonun periyot formilleri asagida bir araya getirilmistir. Sinlis ve kosinUs igin pay 27,
tanjant ve kotanjant icin 7z alinir. Formulde yalnizca x in katsayisi etkilidir; genlik, disey Oteleme ya da
yatay oteleme periyodu degistirmez.

Fonksiyon Esas periyot

2

y =asin(bx +c¢)+d o

2

y=acos(bx +c)+d ]

y = atan(bx +c¢) +d

y = acot(bx+c¢) +d —
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¢ ORNEK

y= 5tan<;—C> — 1 fonksiyonu verilsin.
Esas periyodu bulalim.
x in katsayisi % dir; tanjant icin pay 7z alinir.

Periyot — = 27 olur.
1/2

Diisey 6teleme

y = sinx + d fonksiyonunda grafik d birim yukari kayar; d negatifse asagi kayar. Dalganin bicimi, genligi
ve periyodu degismez, yalnizca denge ¢izgisi yatay eksenden y = d dogrusuna tasinir.

yl
= y =sin X
=y =sin X + 1
2

y = sin x ve y = sin x + 1 grafikleri

Grafikte kesikli ¢izgi, yeni dalganin denge cizgisi olan y = 1 dogrusudur. y = sinx + 1 fonksiyonu 0 ile 2
arasindaki degerleri alir; goriintl kiimesi [0, 2] araligidir.

Yatay 6teleme

y = sin(x — ¢) fonksiyonunda grafik c birim sada kayar; parantezin icindeki isaret artiysa kayma sola
dogrudur. Bu yon ilk bakista ters gibi goérunur: x — c ifadesinin sifir olmasi igin x in ¢ kadar blyuk olmasi
gerekir, bu ylzden dalganin baslangi¢c noktasi saga tasinir.

¢ ORNEK
. /e a AN
y= sm(x + ;) fonksiyonu verilsin.
Grafigin hangi bilinen grafige donustigunu bulalim.
Parantez icindeki arti isaret, grafigin g kadar sola kaydigini gosterir.

Sinls grafigi g sola kayinca kosinus grafigi elde edilir: fonksiyon y = cosx olur.
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Katsayili durumlarda 6nce parantez igi b(x + %) bigimine getirilir. y = sin(2x — ) fonksiyonunda

kayma 7 degil, % kadar saga dogrudur.

@ HAP BILGI
y = sin(x — ¢) grafigi c birim sada, y = sin(x + ¢) grafigi ¢ birim sola kayar.

Genel bigim

Tdm donusumler bir araya getirilince genel bigcim y = asin(bx + ¢) + d olur. Bu bi¢imde her harfin
gorevi ayridir: a genligi, b periyodu, ¢ yatay kaymayi, d ise denge gizgisini belirler.

Harf Etkisi Formiil
a Genlik |al
. 2
b Periyot —
[b]
c Yatay kayma —Z
d Denge cizgisi y=d

Gorlintu kiimesi yalnizca a ve d ye baglidir: fonksiyon d — | a|ile d + | a|arasindaki tim degerleri alir.

= HAP BILGI
Gundelik hayatta

Yaricapi 20 metre, merkezi yerden 22 metre yuksekte olan ve 10 dakikada bir tur atan donme
dolapta kabinin yiksekligi h(t) = 22 — ZOCOSﬂ?t metre olur.

Kabin en algakta 2, en ylUksekte 42 metrededir ve her 10 dakikada bir ayni yukseklige doner.

En biyik ve en kiicik deger

Genel bicimdeki bir fonksiyonun en buyuk ve en kiclk degeri, sinlis ya da kosinlsiin —1 ile 1 arasinda
kalmasindan bulunur. Once trigonometrik kismin araligi yazilir, sonra katsayilar ve sabit adim adim
uygulanir.

2 ORNEK
¥y = 4 — 3cos2x fonksiyonu verilsin.
En blyuk ve en kiguk degeri bulalim.

—1 < cos2x < 1 oldugundan —3 < —3cos2x < 3 olur.

Dort eklenince 1 < y < 7 elde edilir: en kiigik deger 1, en buyuk deger 7 dir.

En buyuk deger cos2x = —1 iken alinir; yani negatif katsayi ylziinden kosintisiin en klicUk oldugu
yerde fonksiyon en biiyiik olur. isaretin bu etkisi sik yapilan bir hatanin kaynagidir.
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Tanjant grafigi
y = tanx fonksiyonu kosinusun sifir oldugu yerlerde tanimsizdir. Bu noktalarda grafigin yaklastigi ama

hic kesmedigi dikey dogrulara asimptot denir. Grafik her iki asimptot arasinda asagidan yukariya
surekli artan bir dal cizer.

N

y = tan x grafigi

Kesikli cizgiler x = g ve x = 37" asimptotlaridir. Grafik 0, 7r ve 27 noktalarinda yatay ekseni keser ve her
dal bir 6ncekinin 7 kadar saga kaydiriimis kopyasidir.

Tanjant grafiginin 6zellikleri

Tanjantin degerleri sinirsizdir: goéruntld kiimesi tim gergek sayilardir. Buna karsin tanim kiimesinden
X = 7—; + k7 noktalari ¢ikarilir. Esas periyot 7 dir ve grafik orijine gére simetriktir; tanjant da sinls gibi
tek bir fonksiyondur.

Ozellik y = tanx y = cotx

Tanimsiz oldugu yerler X = g + kr x =kn

Goruntl kiimesi TUm gercek sayilar Tum gercek sayilar
Esas periyot T T

Her dalda Artan Azalan

Sifirlari x =k X = g + krm
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Kotanjant grafigi

y = cotx fonksiyonu sinlsun sifir oldugu yerlerde tanimsizdir; asimptotlari x = kzr dogrularidir.
Tanjanttan farkli olarak her dalda yukaridan asagiya surekli azalir.

y

o
=1

ISR FEUUNUN SRS NNUNUA RN MU SR M
w
N

y = cot x grafigi

Grafikte dikey eksen, x = w ve x = 27 dogrulari asimptotlardir. Kotanjant yatay ekseni dallarin tam
ortasinda, g ve 37” noktalarinda keser.

Grafikten denklem okumak

Grafigi verilen bir fonksiyonun denklemini bulmak i¢in genel bicimdeki harfler sirayla okunur. En
yuksek ve en duslik degerin ortalamasi denge ¢izgisini, farkinin yarisi genligi, art arda iki tepe
arasindaki uzaklik ise periyodu verir.
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3r/4

Denklemi bulunacak grafik

¢ ORNEK

Grafikteki fonksiyon y = asin(bx) + d biciminde, en yliksek degeri 3, en disuk degeri —1 ve
periyodu 7 dir.

Denklemi bulalim.

3+ (-1)

Denge cizgisid = =1, genlik a = 3-7(-1) = 2 dir.

Periyottan %ﬂ = 7, yani b = 2. Fonksiyon y = 2sin2x + 1 olur.

Grafikle denklem ¢6zmek

Bir trigonometrik denklemin belirli bir araliktaki ¢6zim sayisi, grafik ile yatay bir dogrunun kesisim
sayisina esittir. Ornegin sinx = % denkleminin [0, 27) araliginda iki cozUmi vardir; ¢link{ sinls dalgasi

bu araliktay = % dogrusunu iki kez keser.
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2 ORNEK
o . 1 . a8
[0, 27) araliginda sin2x = S denklemi verilsin.

Cozumleri bulahm.

y = sin2x bu aralikta iki tam dalga ¢izer; her dalga y = % dogrusunu iki kez keser, toplam dort

¢6zlm beklenir.

57 137 177 T 57 13w 177
e oldugundan Qozumler— oo Y e—olur

b

Ve
2X=-,—
6 6

Periyot sayisiyla ¢6zim saymak

Cozumleri tek tek bulmadan yalnizca kag tane oldugu soruldugunda periyot sayisi kullanilir. Aralik
uzunlugu periyoda boéllntr; her tam periyotta sinls ve kosinis dalgasi yatay eksenle iki kez, —1 ile 1
arasindaki her yatay dogruyla da iki kez kesisir.

¢ ORNEK

[0,27) araliginda cos3x = 0 denklemi verilsin.

Cdzum sayisini bulahm.

cos3x in periyodu 2?” oldugundan aralik tam U¢ periyot icerir.

Her periyotta iki sifir vardir; denklemin bu aralikta alti coztmd olur.

Grafikle esitsizlik ¢c6zmek

Grafik, bir trigonometrik ifadenin hangi araliklarda pozitif ya da negatif oldugunu bir bakista gosterir.
Esitsizlik cozerken once esitlik durumundaki noktalar bulunur, sonra grafigin bu noktalar arasinda yatay
eksenin Ustlinde mi altinda mi kaldigina bakilir.

2 ORNEK
[0,27) araliginda cosx > 0 esitsizligi verilsin.
C6zuUm kimesini bulalim.

Kosinls g ve 37” noktalarinda sifirdir; grafik bu iki nokta arasinda eksenin altinda kalir.

Cozim kimesi [0, 7—;) U <3§,27r> olur.

Toplam fonksiyonun periyodu

iki periyodik fonksiyonun toplaminin periyodu, iki periyodun en kiiciik ortak katidir. Toplam fonksiyon,
iki parcanin da ayni anda basa dondugu ilk anda kendini tekrar etmeye baslar.
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2 ORNEK
f(x) = sin2x + cos3x fonksiyonu verilsin.

Esas periyodu bulalim.
sin2x in periyodu 7, cos3x in periyodu 2?” dir.

iki periyodun en kiiciik ortak kati 27 dir; toplam fonksiyonun esas periyodu 27 olur.

Kare ve mutlak deger

SinUsln karesi ya da mutlak degeri alininca negatif kisimlar pozitife déner ve dalganin yarisi diger
yarisinin kopyasi haline gelir. Bu ylizden periyot yariya iner.

2 ORNEK
y =sin’x ve y = | sinx|fonksiyonlari verilsin.

Esas periyotlarini bulahm.

1 —cos2x

Kuvvet azaltma formiiliiyle sin®x = ; buradaki cos2x in periyodu 7 dir.

sinx| grafiginde de negatif yarim dalga yukari katlanir. iki fonksiyonun esas periyodu da 7 olur.

Kuvvet azaltma formiiliiniin ayrintisi icin Trigonometrik Ozdeslikler ve Formiiller yazisina bakabilirsin.

Dort grafigin karsilastirmasi

Dort temel fonksiyonun grafikleri iki aileye ayrilir. Sints ve kosinus siirekli, sinirli ve dalga bicimindedir;
tanjant ve kotanjant ise asimptotlarla bélunmas, sinirsiz dallardan olusur.

Fonksiyon Goriintl kiimesi Periyot Simetri

sinx [—1,1] 27 Tek

cosx [—1,1] 27 Cift

tanx TUm gercek sayilar T Tek

cotx TUm gercek sayilar T Tek
Sinavda grafikler

B SINAVDA NASIL GIKAR
ileri diizeyde (AYT) trigonometrik grafikler; periyot bulma, en biiyiik ve en kiiciik deger, grafikten
denklem okuma ve ¢6zUm sayisi bigiminde karsina ¢ikabilir.

Periyot sorulari en sik gorilen trdir ve genellikle tek satirda ¢ézuldr.

Grafik sorularinda 6nce periyodu ve denge cizgisini belirle, sonra genligi oku. Co6zim sayisi
soruluyorsa araligin kag periyot icerdigini hesaplamak, grafigi cizmeden cevaba ulastirir.
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Sik yapilan hatalar

Hata Dogrusu

sin2x in periyodunu 47 bulmak Periyot 27” =7

Tanjant periyodunda 27z kullanmak Tanjant ve kotanjantta pay
sin(x — ¢) yi sola kaydirmak Eksi isaret saga kaydirir
Negatif katsayida genligi negatif almak Genlik |a|

Disey otelemenin periyodu degistirdigini sanmak Periyot yalniz b ye bagli
Tanjantin asimptotlarini kzr sanmak Asimptotlar % +km

Bu hatalarin ¢cogu, formlu grafikle iliskilendirmeden ezberlemekten dogar. Stipheye disuldiginde
birka¢ noktanin degerini hesaplayip kaba bir grafik cizmek, dogru cevabi hizlica gosterir.
= Hap bilgi 6zeti

o Periyodik fonksiyonda ayni parca sonsuza kadar tekrar eder.

Bir periyotluk parcayi ¢cizmek, grafigin tamamini bilmek demektir.

Q y = asinx fonksiyonunda genlik |a| olur; periyot ve sifirlar degismez.

2
— olur.

e y = sin(bx) ve y = cos(bx) fonksiyonlarinin periyodu B

o y = sin(x — ¢) grafigi c birim sada, y = sin(x + c) grafigi ¢ birim sola kayar.

e Gundelik hayatta

Yaricapi 20 metre, merkezi yerden 22 metre yliksekte olan ve 10 dakikada bir tur atan dénme
dolapta kabinin yiiksekligi h(t) = 22 — ZOCOS%t metre olur.

Kabin en alcakta 2, en yUksekte 42 metrededir ve her 10 dakikada bir ayni yikseklige doner.

® Sik sorulanlar

Siniis fonksiyonunun periyodu nedir?
y = sin x fonksiyonunun esas periyodu 2 pi dir. y = sin(bx) biciminde ise periyot 2 pi boli mutlak b
olur.

Tanjant grafiginde asimptot nedir?

Grafigin yaklastigi ama hi¢c kesmedigi dikey dogrudur. Tanjantin asimptotlari kosintsun sifir oldugu
pi boll 2 arti k pi noktalarindadir.
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Genlik nedir?

Dalganin denge cizgisinden en yiksek noktasina olan uzakhgidir. y = a sin x fonksiyonunda genlik
a nin mutlak degeridir.

Sinlis ve kosinls grafikleri arasindaki fark nedir?

iki grafik ayni dalgadir. Kosiniis grafigi, siniis grafiginin pi bélii 2 kadar sola kaydirilmis halidir.

Trigonometrik fonksiyonun en bliylik degeri nasil bulunur?

SinUs ya da kosinUsUn eksi 1ile 1 arasinda kalmasindan yola cikilir; katsayi ve sabit terim bu araliga

sirayla uygulanir.

iki trigonometrik fonksiyonun toplaminin periyodu nasil bulunur?

Her birinin periyodu ayri bulunur ve iki periyodun en kuguk ortak kati alinir.

v —
v —_
v -

O 0000 0000ad
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Kontrol listesi

Periyodik fonksiyonu ve esas periyodu aciklayabiliyorum.
SinUs ve kosinus grafiklerini Gnemli noktalariyla gizebiliyorum.
Sinls ve kosinus grafiklerinin dzelliklerini karsilastirabiliyorum.
Genligi ve goruntu kiimesini bulabiliyorum.

Katsayidan esas periyodu hesaplayabiliyorum.

Dusey ve yatay otelemeyi grafikte gosterebiliyorum.

Genel bicimin en blylk ve en kiiclk degerini bulabiliyorum.
Tanjant ve kotanjant grafiklerini asimptotlariyla cizebiliyorum.
Grafigi verilen fonksiyonun denklemini okuyabiliyorum.

Grafik yardimiyla denklem ve esitsizlik ¢ézebiliyorum.

Bu belge hakkinda. Bu PDF, ahmetcelen.com.tr'deki Trigonometrik Fonksiyonlarin Grafikleri yazisinin AC-023 kodlu

belgesinin 1.0 stirimadur.

Surdm gecmisi ve degisiklikler: ahmetcelen.com.tr/d/ac-023/. Glincel stirimu ve bitiin konularin PDF'lerini

ahmetcelen.com.tr/pdf/ adresinde bulabilirsiniz. Elinizdeki dosyanin bizim yayimladigimiz stiriimle birebir ayni olup
olmadigini ahmetcelen.com.tr/d/ adresinde denetleyebilirsiniz; dosya cihazinizdan disari gdénderilmez.
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