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@ Trigonometri AYT

Trigonometrik Ozdeslikler ve Formiiller

Trigonometrik 6zdegslikler, farkh gorlnen iki ifadenin aslinda ayni degeri verdigini sdyleyen
esitliklerdir. Sadelestirmenin, deger hesaplamanin ve trigonometrik denklem ¢ézmenin araglari bu
formdllerdir. Bu yazida temel 6zdesligi ve ondan tlireyenleri, bolim 6zdesliklerini, sadelestirme ve
ispat yontemini, toplam ve fark formdullerini, iki kat ve yarim aci formdullerini, kuvvet azaltmay!,
toplamdan ¢arpima ve ¢arpimdan toplama doéntsim formullerini ve 6zdesliklerin denklem ¢ézmede
kullanimini ¢6zUmld drneklerle ele aliyoruz.

74 Ahmet Celen

Farkli trigonometrik gbsterimlerin ayni
geometrik iliskiye nasil ulagtigini
gorsel olarak inceleyin.
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Ozdeslik nedir?

™ ONCE SUNLARI BiL
Bu yaziyl daha rahat anlamak icin trigonometrik oranlari, 6zel acilari ve birim ¢gemberi biliyor
olman yeterli.

Temel bilgiler i¢cin Trigonometrik Oranlar: SinUs, Kosinus, Tanjant ve Kotanjant ve Birim Cember
Konu Anlatimi yazilarina g6z at.

Taniml oldugu her deger icin dogru olan esitliklere 6zdeslik denir. Bir denklem yalnizca belirli
degerlerde saglanirken, bir 6zdeslik degisken ne olursa olsun saglanir. sinx = % bir denklemdir;

sin®x + cos?x = 1 ise bir 6zdesliktir.

Kapaktaki yapboz bu fikri gorsellestiriyor: ayni kare iki farkl bicimde parcalara ayriimis, ama iki
durumda da toplam alan ayni. Trigonometrik 6zdeslikler de ayni dederi farkl parcalarla ifade eder ve
bir sorunun hangi bicimde daha kolay ¢6zUllecedini segcmeyi saglar.

= HAP BILGI
Ozdeslik, tanimli oldugu her deger icin dogrudur.

Denklem ise yalnizca belirli degerlerde saglanir.

Temel 6zdeslik

Birim cemberdeki nokta (cosx, sinx) ve cemberin denklemi x* + y* = 1 oldudu icin her aci icin su esitlik
dogrudur:

sin’x + cos’x = 1
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Bu 6zdeslikten iki sik kullanilan bicim elde edilir: sin®x = 1 — cos®x ve cosx = 1 — sin’x. ifadede 1 ile bir

karenin farki gortldigunde bu bicimlerin kullanilabilecegdi distnulmelidir.

¢ ORNEK

1 —sin?x . . L.
~" = ifadesi verilsin, cosx # 0.

COosx

ifadeyi sadelestirelim.

Pay cos?x olarak yazilir.

cos?x

= COSX.
cosx

Temel 6zdeslikten tireyenler

Temel 6zdesligin iki tarafi cos’x e béliinlirse tanjantla, sin®x e béliiniirse kotanjantla ilgili iki yeni

0zdeslik elde edilir. Bolme yapilirken boltinen ifadenin sifir olmadigi varsayilir.

Ozdeslik
1 + tan®x = sec2x

1 + cot’x = csc’x

¢ ORNEK

tanx = 2 oldugu biliniyor ve x dar agl.

cos?x degerini bulalim.

1+4+tanx=5= —

cos2x

1
cos?x = -,
5

= HAP BiLGi

Nereden gelir
iki taraf cos2x e bolunir

iki taraf sin’x e bolindr

Temel 6zdeslik cos®x e béliiniince 1 + tan’x = sec’x elde edilir.

sin’x e boluniince 1 + cot’x = csc?x elde edilir.

Bolim o6zdeslikleri

Tanjant ve kotanjant, sinls ve kosinusln bolimu olarak yazilir. Bu 6zdeslikler, farkli oranlar iceren
ifadeleri tek bir oran tirine ¢evirmenin en kisa yoludur.

Ozdeslik

sinx
tanx = —
cosx

cosx

cotx = —
Sinx

tanx-cotx =1

Kosul

cosx #0
sinx # 0

ikisi de tanimliysa

Bir ifadede hem tanjant hem sinis ve kosinis varsa hepsini sinlis ve kosinls cinsinden yazmak ¢ogu

zaman sadelestirmenin ilk adimidir.
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Sadelestirme

Trigonometrik ifadeleri sadelestirirken ¢ ara¢ birlikte kullanilir: temel 6zdeslik, bolim 6zdeslikleri ve

cebirsel 6zdeslikler. Tam kare acilimi ve iki kare farki 6zellikle sik ise yarar.

2 ORNEK
. 2 o q N
(sinx + cosx)” ifadesi verilsin.

ifadeyi acip sadelestirelim.
(sinx + cosx)2 = sin’x + 2sinxcosx + cos2x.

Temel dzdeslikle: 1 4+ 2sinxcosx.

¢ ORNEK
i 4 - 4 . . . .
LI T ifadesi verilsin.

sin“x — cos?x

ifadeyi sadelestirelim.

Pay iki kare farkidir: (sin®x — cos?x)(sin’x + cos?x).

Sadelesince sin®x + cos?x = 1 Kalrr.

Toplam verilince carpimi bulmak

Sik sorulan bir soru tipinde sinx + cosx toplami verilir ve sinxcosx ¢arpimi istenir. Toplamin karesi
alininca icinden temel 6zdeslik ve carpimin iki kati ¢cikar; boylece acinin kendisini bulmadan carpima

ulasihr.

2 ORNEK
. 7 o BMBoR
sinx + cosx = : oldugu biliniyor.

sinxcosx ve sin2x degerlerini bulalim.
. 49 s 24
Kare alinir: 1 + 2sinxcosx = - yani 2sinxcosx = =

0 12 . 24
sinxcosx = o ve sin2x = Py olur.

Ayni yol fark icin de isler: (sinx — cosx)2 = 1 — 2sinxcosx oldugundan toplamin karesi ile farkin karesinin

toplami her zaman 2 dir.

TUmler acilarla sadelestirme

Toplami 90° olan iki agidan birinin sinlist digerinin kosinlsune esittir. Bu kural, 6zel olmayan acilarin
karelerini iceren ifadeleri temel 6zdeslige cevirir ve hesap makinesi gerektirecek gibi gortinen sorulari

birkac satirda bitirir.
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¢ ORNEK
sin?20° + sin?70° ifadesi verilsin.
ifadenin degerini bulalim.

70° ile 20° tumlerdir: sin70° = cos20°.

ifade sin®20° + cos220° olur ve degeri 1 dir.

Ozdeslik ispat

Bir 6zdesligi ispatlamak icin genellikle daha karmasik goriinen taraftan baslanir ve adim adim diger
tarafa ulasilir. iki tarafi birden degistirmek yerine tek taraf lizerinde calismak, ispatin dogrulugunu
glivenceye alir.

¢ ORNEK
tanx + cotx =

- esitligi verilsin.
SINXCOSX

Esitligin 6zdeslik oldugunu gosterelim.

.. - sinx  cosx  sin?x + cos2x
Sol taraf sinls ve kosinlsle yazilirr — + — = ——
Cosx sSinx SINXCOSX

Pay 1 dir; sonug sag tarafa esittir.

A DIKKAT
Ozdesligi ispatlarken sonucu bastan dogru kabul etmek.

ispat, iki tarafin esit oldugunu gdstermelidir. Esitligi bastan dogru sayip iki tarafa islem yapmak ve
dogru bir esitlige varmak, baslangictaki esitligin dogru oldugunu kanitlamaz.

Toplam formulleri

iki acinin toplaminin trigonometrik degerleri, acilarin kendi degerlerinden hesaplanir. Bu formiiller, 6zel
olmayan bircok acinin degerini 6zel acilardan bulmayi saglar:

Formdil
sin(a + b) sinacosb + cosasinb
cos(a + b) cosacosb — sinasinb
tan(a + b) %

2 ORNEK

sin75° degeri istensin.
Toplam formuliyle bulahm.
75° = 45° + 30°: sin75° = sin45°cos30° + c0s45°sin30°.
VB A1 B+
R

2 2 2 2
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Formullerin birim ¢cemberden ispati ve daha fazla érnek icin Trigonometrik Toplam ve Fark Formdlleri

yazisina bakabilirsin.

Tanjant toplam formiiliiyle a¢i bulmak

Tanjant toplam formili yalnizca deger hesaplamak igin degil, iki acinin toplamini bulmak igin de
kullanilir. iki dar acinin tanjantlari biliniyorsa toplamlarinin tanjanti hesaplanir, sonra hangi aciya karsilik
geldigine bakilir.

2 ORNEK
a ve b dar acllar, tana = 2 ve tanb = 3 olsun.

a + b toplamini bulalim.

243 5
=2 =_1.

tan(a + b) = —

iki dar acinin toplami 0° ile 180° arasindadir; tanjanti —1 olan a1 135° dir.

Tanjant degeri tek basina aclyi belirlemez; ayni tanjant degeri 180° arayla tekrar eder. Bu ylizden aginin
hangi aralikta oldugu mutlaka ayrica kontrol edilmelidir.

Fark formulleri

Fark formiilleri, toplam formdillerinde b yerine —b yazilarak elde edilir. Kosinus ¢ift, sinls tek oldugu icin
yalnizca isaretler degisir:

Formdil
sin(a — b) sinacosb — cosasinb
cos(a — b) cosacosb + sinasinb
tan(a — b) tana — tanb
1 + tanatanb
¢ ORNEK

cos15° ve tan15° degerleri istensin.

Fark formiilleriyle bulahm.

COSlSOZCOS(45°—3O°):ﬁ.ﬁ-}—ﬁ.l:\/g+\/7'
2 2 2 2 4
-
tanl5° = i —=2—./3,
W=V

3

cos15° ile sin75° nin ayni gcikmasi tesaduf degildir: iki aci timlerdir ve bir aginin kosintsi tlimlerinin
sinlisline esittir.

Acilar toplanmaz

Trigonometrik fonksiyonlar toplamaya dagiimaz. sin(a + b) ifadesi sina + sinb ye esit dedildir; toplam
formulu bu ylzden gereklidir.
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¢ ORNEK
a = 30° ve b = 60° verilsin.

sin(a + b) ile sina + sinb yi karsilastiralim.

sin90° = 1.

sin30° + sin60° = - + \/37 = 7 vakiasik 1,37. iki deger farklidir.

]
2

N

= HAP BILGI
sin(a + b) ifadesi sina + sinb ye esit degildir; toplam formuli kullanilir.

iki kat agi formilleri

Toplam formiillerinde a = b = x yazilinca iki kat aci formilleri elde edilir. Kosinlsuin iki kat agi
formuUlUnun Ug bigimi vardir ve temel 6zdeslikle birbirine dontsur:

Formidil
sin2x 2sinxcosx
cos2x cosZx — sin’x
cos2x 2cos?x — 1
.2
COS2x 1—2sin“x
2t

tan2x e

1 — tan?x

¢ ORNEK

q 3
x dar acl ve sinx = g olsun.

sin2x, cos2x ve tan2x degerlerini bulahim.

4 3 4 24
COSX = -.SiN2x=2:-+--= —.
5 5 5 25
16 9 7 4
COS2Xx = — = = = ve tan2x = =

iki kat ve yarim aci formdillerinin ayrintil anlatimi iki Kat Aci ve Yarim Aci Formiilleri yazisinda.

o HAP BiLGi
sin2x = 2sinxcosx olur.

cos2x = cos’x — sin’x olur; bu fark 2cos®x — 1 ya da 1 — 2sin®x olarak da yazilir.

Bolgesi verilen agida iki kat

Acl ikinci bélgedeyse kosiniis negatif, siniis pozitiftir. iki kat aci formdilleri uygulanirken bu isaretler
sonucu dogrudan etkiler; 6nce eksik oran temel 6zdeslikle bulunur, isareti bélgeden secilir, sonra

formdal uygulanir.
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¢ ORNEK
o Co e 3
x ikinci bolgede ve cosx = — olsun.

sin2x ve cos2x degerlerini bulalim.

. 4 .. . 4 3 24
sinx = - tlr. sin2x =2--- (——) = ——.
5 5 5 25
9 16 7
cos2x = — — — = ——olur.
25 25 25

Kisa hesap kaliplari

iki kat acI formiilleri tersten okunursa bazi carpimlar ve farklar tek bir degere dénisiir. sinxcosx carpimi
sin2x in yarisidir; cos?x — sin’x farki ise dogrudan cos2x tir.

¢ ORNEK
sin15°cos15° ve cos215° — sin®15° ifadeleri verilsin.

iki ifadenin degerini bulalim.

sin30°
2

sin15°cos15° =

N

c0s215° — sin®15° = c0s30° = @ olur.

Kuvvet azaltma

KosinUsun iki kat a¢i formuliu kare terimler igin ¢ozullince kuvvet azaltma formdlleri elde edilir. Bu
formdiller kareli ifadeleri birinci kuvvete indirir ve 6zellikle integral konusunda ¢ok kullanilir:

Formiil
COS2X 1+ cos2x
2
) 1 —cos2x
SIn~x
2
¢ ORNEK

cos?15° degeri istensin.

Kuvvet azaltma formdltyle bulahm.
1+ el

1 4 cos30° .
c0s%15° = = 2
2 2

2+\[§

Sonug — tar.

Yarim agi formilleri
Kuvvet azaltma formullerinde x yerine z yazilip karekdk alininca yarim aci formdulleri elde edilir.

Karekdkin isareti, yarim acinin bulundugu bdlgeye gore secilir:
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. X 1 — cosx
sin- =+, /——
2 2
Cosx__|_ 1 + cosx

277\ 2

2 ORNEK
sin15° degeri istensin.

Yarim aci formullUyle bulalim.

1 — cos30°

15° birinci bolgededir, isaret pozitiftir: sin15° = ;

= 2-3
/2 f =V f , yaklasik 0,2588.

Ug kat ag1

Toplam ve iki kat aci formiilleri birlestirilerek Ug¢ kat agi formilleri de elde edilir. sin3x = sin(2x + x)
yazilip acilirsa sonug yalnizca sinx cinsinden yazilabilir:

sin3x = 3sinx — 4sin’x
¢ ORNEK
Xx = 30° i¢in formuld kontrol edelim.
iki tarafi ayri ayri hesaplayalim.
Sol taraf: sin90° = 1.

Sag taraf: 3- % — 4-% = g — = = 1. [ki taraf esittir.

1
2
Toplamdan carpima déniisim

iki sintistin ya da iki kosiniisiin toplami ve farki bir carpim olarak yazilabilir. Bu déniistimler, toplam
bicimindeki ifadeleri carpanlarina ayirarak denklem ¢6zmeyi ve sadelestirmeyi kolaylastirir:

Toplam Carpim
sina + sinb 2sin%Pcost=2

2
sina — sinb 2c0s2bgin =0

2 2

+b —b
cosa + cosb ZcosaTcosa -

.. a+b . a-b

cosa — cosh —2sin——sin—
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¢ ORNEK
sin75° + sinl15° ifadesi verilsin.

Donudstm formullyle hesaplayalim.

2sin45°c0s30° = 2.- ‘/27 : ‘/37

Sonug */; dir.
Carpimdan toplama doniisim

Tersine, iki trigonometrik degerin carpimi toplam olarak yazilabilir. Bu formdller toplam ve fark
formdillerinin taraf tarafa toplanmasiyla elde edilir:

Carpim Toplam

2sinacosb sin(a + b) + sin(a — b)

2cosacosb cos(a + b) + cos(a — b)

2sinasinb cos(a — b) — cos(a + b)
2 ORNEK

2sin75°cos15° ifadesi verilsin.
Carpimi toplama cevirerek hesaplayalim.
sin90° + sin60°.

Sonucg 1 + \/2—3 olur.

Denklem ¢6zmede 6zdeslik

Trigonometrik denklemlerde farkli acilar ya da farkl oranlar varsa énce 6zdesliklerle tek bir aciya ve
tek bir orana indirgenir. Sonra denklem ¢arpanlarina ayrilir ve her ¢arpan ayri ayri ¢ozuldr.

2 ORNEK
[0°,360°) araliginda sin2x = sinx denklemi verilsin.

Denklemi ¢ozelim.
iki kat aci formiiliiyle: 2sinxcosx — sinx = 0, yani sinx(2cosx — 1) = 0.

sinx = 0 icin x = 0° ya da 180°; cosx = ; icin x = 60° ya da 300°.

A DIKKAT
Denklemin iki tarafini sinx e bolmek.

sinx e bolunseydi 2cosx = 1 kalir ve sinx = 0 yapan 0° ile 180° ¢dzumleri kaybolurdu. Bilinmeyen
iceren bir ifadeye bolmek yerine ortak carpan paranteze alinmalidir.
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iki kat actyla denklem

Denklemde cos2x ile cosx birlikte gériinliyorsa cos2x igin 2cos?x — 1 bicimi secilir. Boylece denklem
cosx e gore ikinci dereceden bir denkleme donuslr ve carpanlara ayirarak ¢ozuldr.

2 ORNEK
[0°,360%) araliginda cos2x = cosx denklemi verilsin.

Denklemi ¢ozelim.
2cos?x — cosx — 1 = 0, yani (2cosx + 1)(cosx — 1) = 0.

cosx = 1icin x = 0°; cosx = —% icin x = 120° ya da 240°.

En biyik ve en kiicik deger

asinx + bcosx bi¢imindeki bir ifade, toplam formull sayesinde tek bir sinlis olarak yazilabilir. Sonucta
ifadenin alabilecegi en biiyiik deder v/ a2 + b* , en kiigiik deger ise bunun negatifidir.

¢ ORNEK
3sinx + 4cosx ifadesi verilsin.
ifadenin alabilecegi en biiyiik ve en kiiciik degeri bulalim.

\37 + 42 =425 =5.

ifade [—5, 5] araliginda deger alir.
Ayni fikirle sinxcosx = g carpiminin en buyik degerinin % oldugu da hemen goéraldr.

@ HAP BILGI
Gilindelik hayatta

Ayni frekanstaki iki ses dalgasi Ust Uste bindiginde yine bir dalga olusur.

3sinx + 4cosx toplaminin en biiyiik degeri /3% + 4> = 5 olur; iki dalga ayri ayri en fazla 3 ve 4 olsa
da toplam 7 olmaz.

Formullerin ozeti

En sik kullanilan formuller asagidaki tabloda bir araya getirilmistir. Hepsi temel 6zdeslik ile toplam
formdillerinden tiretilebilir; bu ylizden tliretme yolunu bilmek, tabloyu ezberlemekten daha guvenilirdir.
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Konu Formidil

Temel sin’x + cos®x = 1

Toplam sin(a + b) = sinacosb + cosasinb
Toplam cos(a + b) = cosacosb — sinasinb
iki kat sin2x = 2sinxcosx

iki kat cos2x = 2cos2x — 1

Kuvvet azaltma sin?x = L2608

Sinavda 6zdeslikler

B SINAVDA NASIL GIKAR
ileri diizeyde (AYT) 6zdeslikler; sadelestirme, toplam ve fark formiilleriyle deger hesaplama, iki
kat aci formdlleri ve denklem ¢6zme biciminde karsina cikabilir.

Donusum formdilleri ve yarim aci formulleri de 6zellikle deder hesaplama sorularinda kullanilabilir.
Ozdeslik sorularinda énce ifadede hangi acilarin ve hangi oranlarin bulunduguna bak. Acilar farklysa

toplam ya da iki kat agi formulleriyle tek agiya, oranlar farkliysa bolim 6zdeslikleriyle sints ve kosintse
indir. Cogu soru bu iki adimdan sonra temel 6zdeslikle biter.

Sik yapilan hatalar
Hata Dogrusu
sin(a + b) = sina + sinb Toplam formalu kullanilir
sin2x = 2sinx sin2x = 2sinxcosx
cos(a + b) de arti isareti kullanmak KosinUs toplaminda eksi vardir
Yarim acida isareti bolgeye gore se¢cmemek isaret yarim aginin bdlgesinden
Denklemde sinx e bélmek Ortak carpan alinir
cos2x in yalniz bir bigimini bilmek Ug bigim de kullanilabilir

Bu hatalarin cogu formilleri ezberleyip nereden geldigini bilmemekten dogar. Sipheye disilduginde
formulu 6zel bir agiyla, 6rnegin x = 30° ile denemek, dogru hatirlanip hatirlanmadigini hemen gdsterir.

= Hap bilgi 6zeti

o Ozdeslik, tanimli oldugu her deger icin dogrudur.

Denklem ise yalnizca belirli degerlerde saglanir.

© Temel 6zdeslik cos?x e boliniince 1 + tan?x = sec2x elde edilir.

sin’x e boliinlince 1 + cot?x = csc2x elde edilir.
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o sin(a + b) ifadesi sina + sinb ye esit degildir; toplam formuld kullanilir.

o sin2x = 2sinxcosx olur.

cos2x = cos2x — sin’x olur; bu fark 2cos?x — 1 ya da 1 — 2sin®x olarak da yazilir.

o Glindelik hayatta

Ayni frekanstaki iki ses dalgasi Ust Uste bindiginde yine bir dalga olusur.

3sinx + 4cosx toplaminin en biyiik degeri v/3* + 4> = 5 olur; iki dalga ayri ayri en fazla 3 ve 4
olsa da toplam 7 olmaz.

® Sik sorulanlar

Trigonometrik 6zdeslik nedir?

Tanimli oldugu her acl igcin dogru olan trigonometrik esitliktir. Sints kare arti kosinUs kare esittir 1
en temel 6zdesliktir.

Siniis toplam formull nedir?

sin(a + b), sin a carpi cos b arti cos a ¢arpi sin b ye esittir.

iki kat agi formiilii nedir?

sin 2x esittir 2 sin x cos x tir. cos 2x ise cos kare x eksi sin kare x, 2 cos kare x eksi 1ya da 1eksi 2
sin kare x bigiminde yazilabilir.

Kuvvet azaltma formuli ne ise yarar?

Sinls ya da kosinusin karesini iki kat aginin kosinlsi cinsinden, yani birinci kuvvetten bir ifadeyle
yazar. integral hesaplarinda cok kullanilir.

Ozdeslik nasil ispatlanir?

Genellikle karmasik taraftan baslanir ve 6zdeslikler adim adim uygulanarak diger tarafa ulasilir. iki
tarafa birden islem yapilmaz.

sin 75 derece nasll hesaplanir?

75 derece 45 ile 30 derecenin toplami olarak yazilir ve toplam formali uygulanir. Sonug kok 6 arti
kok 2 bolu 4 tdr.

Tanjant toplam formdilli nedir?

tan(a + b), tan a arti tan b nin 1 eksi tan a ¢arpi tan b ye bolimuadur. Payda sifir olursa toplam aginin
tanjanti tanimsizdir.

3 sin x art1 4 cos x ifadesinin en biiyuik degeri kactir?

3 Un karesi ile 4 Un karesinin toplaminin karekok, yani 5 tir. En kicik degeri ise eksi 5 tir.
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Y= Kontrol listesi

Ozdeslik ile denklem arasindaki farki aciklayabiliyorum.

Temel 6zdesligi ve ondan tureyen 6zdeslikleri kullanabiliyorum.
Bolum 6zdeslikleriyle ifadeleri sinlis ve kosinlise cevirebiliyorum.
Trigonometrik ifadeleri sadelestirebiliyorum.

Bir 6zdesligi adim adim ispatlayabiliyorum.

Toplam ve fark formuilleriyle deger hesaplayabiliyorum.

iki kat aci formillerini kullanabiliyorum.

Kuvvet azaltma ve yarim ac¢i formullerini uygulayabiliyorum.

Toplamdan ¢arpima ve ¢arpimdan toplama dénidsim yapabiliyorum.

O 000000000

Ozdesliklerle trigonometrik denklem ¢dzebiliyorum.

Bu belge hakkinda. Bu PDF, ahmetcelen.com.tr'deki Trigonometrik Ozdeslikler ve Formiiller yazisinin AC-022 kodlu

belgesinin 1.0 stirimadur.

Surdm gecmisi ve degisiklikler: ahmetcelen.com.tr/d/ac-022/. Glincel siirimu ve bitiin konularin PDF'lerini
ahmetcelen.com.tr/pdf/ adresinde bulabilirsiniz. Elinizdeki dosyanin bizim yayimladigimiz striimle birebir ayni olup

olmadigini ahmetcelen.com.tr/d/ adresinde denetleyebilirsiniz; dosya cihazinizdan disari génderilmez.

© 2026 ahmetcelen.com.tr - Egitime Bir Tik Katki
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