740 Ahmet Celen Matematik Konu Anlatimi ©® ahmetcelen.com.tr

= Polinomlar TYT AYT

Polinomlarda Kalan Bulma

Bir polinomun baska bir polinomla bdliminden kalan, cogu zaman bdlme yapilmadan bulunabilir.
Kalan teoremi bu kisa yolu verir: x — a ile bélimden kalan, polinomun a daki degeridir. Bu yazida
kalan teoremini ve nedenini, X — a, X + a ve ax + b bicimindeki bdlenlerle kalani, carpan teoremini,
bilinmeyen katsayilari bulmayi, ikinci dereceden ve yuksek dereceli bdlenlerle kalani ve bdlme
esitliginden kalan ¢ikarmayi ¢6zimld érneklerle ele aliyoruz.
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iCINDEKILER

1. Kalan teoremi nedir? 15. BolimUn degerini kalandan bulmak

2. Kalan teoremi neden dogrudur? 16. Horner ile deger hesaplamak

3. x — aile bélimden kalan 17. ikinci dereceden bélenle kalan

4. X + a ile bolumden kalan 18. Kokleri gercek olmayan bdlen

5. ax + b ile bélimden kalan 19. Yuksek dereceli bdlenle derece indirgeme
6. x ile bolimden kalan 20. iki kalandan birlesik kalan

7. Kalan, katsayilar toplami ve sabit terim 21. Buyuk bolenin kalanindan klguk bdlenin kalani
8. Buyuk kuvvetli polinomlarda kalan 22. Art arda bolmelerle kalan

9. Carpan teoremi 23. Kalan ve bolim birlikte gerektiginde
10. Kalandan bilinmeyen katsay! bulmak 24. Sinavda kalan sorulari

1. iki bilinmeyen, iki kalan 25. Sik yapilan hatalar
12. Bilesik girdili polinomda kalan 26. Hap bilgi 6zeti
13. Bolme esitliginden kalan bulmak 27. Sik sorulanlar
14. Kalan kosullarindan polinom kurmak 28. Kontrol listesi

Kalan teoremi nedir?

@ ONCE SUNLARI BiL
Bu yaziyl daha rahat anlamak icin polinomlarda deger hesaplamayi ve bdélme esitligini biliyor
olman yeterli.

B6Ime islemi icin Polinomlarda Bélme islemi yazisina géz at.

Bir P(x) polinomunun x — a ile bolimiinden kalan, polinomun x = a daki degerine esittir. Bu sonuca
kalan teoremi denir ve polinom bélmesinin en ¢ok kullanilan kisa yoludur:

P(x) nin x — a ile béliimiinden kalan = P(a)

Kalan teoremi sayesinde uzun bdlme yapmadan, yalnizca bir deder hesaplayarak kalan bulunur.
Kapaktaki 6grencilerin ayri kutuya koydugu tek parca gibi, kalan bélmenin sonunda artan klc¢Uk bir
parcadir ve onu bulmak icin butin bélmeyi yapmak gerekmez.

@ HAP BILGI
x — a ile bolimden kalan P(a) dir.

Boleni sifir yapan deger polinomda yerine yazilr.

Kalan teoremi neden dogrudur?

Bolme esitligi P(x) = (x — a) - Q(x) + k bigimindedir. Bolen birinci dereceden oldugu igin kalanin
derecesi 0 dir; yani kalan bir sabittir ve burada k ile gdsterilmistir.

Esitlik her x icin dodru oldugundan x = a icin de dogrudur. x = a yazilinca (x — a) carpani sifir olur ve
bolim ne olursa olsun ¢arpim yok olur: P(a) = 0- Q(a) + k = k. Kalan, polinomun a daki degerine esittir.
BolUimuan ne oldugunu bilmek gerekmez; ¢unku sifirla ¢carpildidi icin hangi polinom olursa olsun sonuca
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etkisi yoktur.

Bu akil yuritme, kalan teoreminin ezberlenecek bir kural degil, bélme esitliginin dogal bir sonucu
oldugunu gosterir. Daha karmasik bdlenlerde de ayni fikir kullanilir: boleni sifir yapan degerler bélme
esitligine yerlestirilir.

x —aile bélimden kalan
¢ ORNEK
P(x) = x> — 2x? + 5 polinomu verilsin.
x — 2 ile bélumunden kalani bulalim.
Boleni sifir yapan deger: x — 2 = 0, yani x = 2.
Kalan: P(2) =8 —8 + 5= 5.
Ayni sonu¢ uzun bdlmeyle de bulunur: x> — 2x? + 5 polinomu x — 2 ye bdélintince bélim x?, kalan 5 tir.

Kalan teoremi bu bélmenin tamamini tek bir deger hesabina indirir; Ustelik béltinenin derecesi
blyldukce kazanilan zaman da artar.

x + aile bolumden kalan

Bolen x + a bigimindeyse onu sifir yapan deger —a dir, ¢linkl x + a = x — (—a) bi¢iminde yazilabilir.
Kalan P(—a) dir.

¢ ORNEK

P(x) = x* — 2x* + 5 polinomu verilsin.
x + 1 ile bolimunden kalani bulalim.
x+1=0i¢inx=-1.

Kalan: P(-1) = —-1—-2+5=2.

A DIKKAT
x + 1 ile bélmede P(1) i hesaplamak.

Bolen sifir yapiimalidir: x + 1 = 0 igin x = —1 dir. P(1) ise x — 1 ile bolimden kalandir ve bu 6rnekte
4 bulunur, yani yanlis sonug verir.

@ HAP BILGI
X + a ile bolimden kalan i¢in x = —a yazilir.

Hesaplanan deger P(a) degil, P(—a) olur.

ax + b ile bélumden kalan

Boélen ax + b bicimindeyse bdleni sifir yapan deger x = —2 dir ve kalan polinomun bu noktadaki
a
degeridir. Mantik aynidir: bélme esitliginde bdélen sifir olunca geriye yalnizca kalan kalir.
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2 ORNEK
P(x) = 4x*> — 2x + 1 polinomu verilsin.

2x — 1 ile bolimunden kalani bulalim.

2x—1:0iqinx:§.

Ka|an:P(%)=4-§—1+1=1.

X ile bolumden kalan

Bolen yalnizca x ise onu sifir yapan deger 0 dir ve kalan P(0), yani polinomun sabit terimidir. Bu sonucg
sezgiyle de aciktir: x iceren butln terimler x e tam boélUndr, geriye yalnizca sabit terim kalir.

¢ ORNEK
P(x) = 3x* — 7x* + x — 6 polinomu verilsin.

x ile bolimunden kalani bulalim.

Kalan: P(0) = —6.

o HAP BILGI
x ile bolliimden kalan sabit terimdir.

x — 1 ile bélumden kalan ise katsayilar toplamidir.

Kalan, katsayilar toplami ve sabit terim

Kalan teoremi, polinomlar konusundaki iki kisa yolu da aciklar. x — 1 ile bolimden kalan P(1) dir ve bu
deder katsayilarin toplamina esittir. x ile boliimden kalan P(0) dir ve bu deger sabit terime esittir.

2 ORNEK
P(x) = (x + 1)’ polinomu verilsin.

x — 1 ile bélumunden kalani ve katsayilar toplamini bulalim.
Kalan: P(1) = 2° = 32.

Katsayilar toplami da 32 dir; iki soru ayni hesapla cevaplanir.

Bu baglanti, bir sorunun hangi bicimde soruldugundan bagimsiz olarak ayni hesabin yapilacagini
gosterir. "Katsayilar toplami” ile "x — 1 ile bélimden kalan" ayni sayidir.

Biyik kuvvetli polinomlarda kalan

Polinomda ¢ok buyuk kuvvetler olsa da kalan teoremi isi kolaylastirir. x + 1 ya da x — 1 ile bélmede 1 ve
—1 in kuvvetleri kolayca hesaplanir: 1 in her kuvveti 1, —1 in ¢ift kuvvetleri 1, tek kuvvetleri —1 dir.
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¢ ORNEK
P(x) = x'%° 4+ x°! + 1 polinomu verilsin.

x + 1 ve x —1ile bolimlerinden kalanlari bulalim.
x+1lile:P(-1)=1-1+1=1.

x—1lile:P1)=1+1+1=3.

Carpan teoremi

Kalan teoreminin en dnemli sonucu sudur: P(a) = 0 ise P(x) polinomu x — a ile kalansiz bollnr ve
X — a, polinomun bir garpanidir. Tersine, x — a bir ¢arpansa P(a) = 0 dir. Bu sonuca ¢arpan teoremi

denir.
2 ORNEK
P(x) = x* — 3x* + 4 polinomu verilsin.
X — 2 nin bir ¢arpan olup olmadigini inceleyelim.
P2)=8—-12+4=0.

Kalan sifir oldudu icin x — 2 bir carpandir. Gercekten P(x) = (x — 2)*(x + 1) dir.

Carpan teoremi, polinomlari ¢arpanlarina ayirmanin ve kdklerini bulmanin temel aracidir. Ayrintisi

Polinomlarda Carpanlara Ayirma yazisinda.

= HAP BILGI
P(a) = 0 ise x — a polinomun bir carpanidir; tersi de dogrudur.

Kalandan bilinmeyen katsayi bulmak

Polinomda bir bilinmeyen katsayi varsa ve bir bdlmeden kalan verilmisse kalan teoremi bir denklem
verir. Bu denklem ¢o6zulerek bilinmeyen bulunur. Kalansiz bolinme bilgisi de ayni bigimde kullanilir; o
durumda kalan sifir alinir.

2 ORNEK

P(x) = x* + kx* — 4 polinomunun x — 2 ile bélimiinden kalan 8 dir.
k yi bulalim.

P(2)=8+4k—4=8.

4k = 4, yanik = 1.
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2 ORNEK
P(x) = x* + mx + 6 polinomu x + 2 ile kalansiz bdluiniyor.

m yi bulalim.
P(—2)=-8—-2m+6=0.

—2m = 2,yanim = —1.

Iki bilinmeyen, iki kalan
iki bilinmeyen katsayly1 bulmak icin iki ayri kalan bilgisi gerekir. Her kalan bir denklem verir; iki denklem
birlikte ¢ozullr. Denklemlerden biri 6tekinden ¢ikarilinca ¢ogu zaman bir bilinmeyen hemen yok olur.

¢ ORNEK

P(x) = x* + ax + b polinomunun x — 1 ile béliimiinden kalan 2, x + 2 ile béliimiinden kalan 5 tir.

a ve b yi bulahm.

P(Q)=14+a+b=2,yania+b=1.

P(—-2)=4—-2a+b=>5yanib—2a=1.

Birinci denklemden ikinci ¢ikarilinca 3a = 0: a = 0 ve b = 1. Polinom x? + 1 dir.

Bilesik girdili polinomda kalan

P(2x + 1) gibi bir ifadenin bir bélimden kalani da ayni yolla bulunur: béleni sifir yapan deger, ifadenin
icine yazilir.

2 ORNEK

P(x) = x* — x + 2 polinomu verilsin.

P(2x + 1) ifadesinin x — 1 ile bélimunden kalani bulalim.
x=1li¢in2x+1=3.

Kalan: P(3) =9—-3+2=38.

A DIKKAT
P(2x + 1) in x — 1 ile bolimiinden kalani P(1) sanmak.

Yerine yazilan deger x = 1 dir ama polinomun girdisi 2x + 1 dir. Bu ylizden P(1) degil P(3)
hesaplanir.

Bolme esitliginden kalan bulmak

Bazi sorularda polinom acikca verilmez; yalnizca bir bolme esitligi ve bolim hakkinda bilgi verilir. Boyle
durumlarda istenen bolenin kokl bolme esitligine yazilir.
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2 ORNEK
P(x) = (x —3)- Q(x) + 5 esitligi veriliyor ve Q(x) in x — 1 ile boliminden kalan 2 dir.

P(x) in x — 1 ile boliminden kalani bulahm.
istenen kalan P(1) dir. Ayrica Q(1) = 2 dir.

P1)=(1-3)-2+5=1.

Kalan kosullarindan polinom kurmak

Kalansiz bolinme bilgileri polinomun koklerini verir. Polinomun derecesi ve bas katsayisi da biliniyorsa
polinom tam olarak yazilabilir.

¢ ORNEK

ikinci dereceden, bas katsayisi 1 olan bir P(x) polinomu x — 1 ve x — 3 ile kalansiz béliiniyor.
P(x) polinomunu ve P(0) degerini bulalim.

Kokler 1 ve 3 tir: P(x) = (x — 1)(x — 3) = x> — 4x + 3.

P(0) = 3.

Bolimiin degerini kalandan bulmak

Bolme esitligi, polinomun degderi biliniyorsa bolimin degerini bulmak icin de kullanilir. Bilinen deger
esitlige yazilir ve bolim yalniz birakilir.

2 ORNEK

P(x) = (x —2)- Q(x) + 3 esitligi veriliyor ve P(1) = 7 dir.
Q(x) polinomunun x — 1 ile bélimiinden kalani bulalim.
istenen kalan Q(1) dir. x = 1 yazilir: 7 = (1 — 2)- Q(1) + 3.

—Q(1) = 4, yani Q(1) = —4.

Horner ile deger hesaplamak

Kalan teoremi tersinden de kullanilir: bir polinomun bir noktadaki degeri, o noktaya karsilik gelen
bolmenin kalanidir. Horner yontemi bu ylizden ayni zamanda hizli bir deger hesaplama yontemidir;
blyUk kuvvetleri tek tek hesaplamak yerine yalnizca ¢arpma ve toplama yapilir.

2 ORNEK

P(x) = 2x* — 3x3 + x — 7 polinomu verilsin.

P(2) degerini Horner yontemiyle bulahm.

Katsayilar: 2, =3, 0,1, —7. islemler: 2;2.2—-3=1;1-240=2;2-241=5;5.2—-7 = 3.

P(2) = 3. Dogrudan hesap: 32 —24+2—7 = 3.
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ikinci dereceden bélenle kalan

Bolen ikinci dereceden oldugunda kalan en fazla birinci derecedendir ve ax + b bigciminde yazilr.
Bolenin iki gercek kokl varsa bu kdkler bolme esitligine yazilir; bolen sifir olur ve kalan i¢in iki denklem
cikar.

2 ORNEK

P(x) = x* + x + 1 polinomu x? — 1 ile bollnsun.

Kalani bulalim.

Kalan ax + b olsun. Bélenin kokleri 1 ve —1 dir.
P(1)=3=a+bveP(-1)=1=—-a+b.Buradanb=2vea = 1.

Kalan x + 2 dir. Kontrol: x* + x+ 1= (x> = 1)(x* + 1) + x + 2.

Kokleri gercek olmayan bélen

Bolen x? + 1 gibi gercek kokl olmayan bir ifadeyse kok yazma yontemi dogrudan kullanilamaz. Bu
durumda baska bir yol vardir: bélen sifira esitlenir ve bulunan esitlik polinomda yerine yazilarak derece
dasurdldr. x> +1 = 0 ise x? yerine —1 yazilir.

o ORNEK

P(x) = x* + 3x> + x + 2 polinomu x? + 1 ile b&liinsiin.
Kalani bulalim.

x2=—1lyazilir x*=(x2)*=1ve x3 = x%-x = —x.

Kalan: 1+ 3-(—x) + x+2 = —2x + 3.

A DIKKAT
Derece indirgemeyi yarida birakmak.

indirgeme, polinomdaki biitiin kuvvetler bélenin derecesinin altina inene kadar strdirilir. x* i
indirip x> U unutmak, kalan yerine yine bélenden biiyiik dereceli bir ifade birakir.

Bu yontem bir derece indirgemesidir: polinomdaki blyUk kuvvetler, bdlenin sifira esitienmesiyle elde
edilen iliski yardimiyla adim adim kUgUlttlir. Sonunda kalan derecesi bolenin derecesinden kii¢uk olan
ifade kalandir.

Yiksek dereceli boélenle derece indirgeme

Ayni fikir x> — 1 gibi yliksek dereceli bolenlerde de isler. x> — 1 = 0 ise x*> = 1 dir; polinomdaki her
kuvvet, 3 e bélimunden kalana gére kugultullr.
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2 ORNEK
P(x) = x” + x* + x polinomu x* — 1 ile béltinsiin.

Kalani bulahm.
x}=1yazilirrx’ = (3 - x=xvex*=x3-x=x.

Kalan: x + x + x = 3x.

Kalanin derecesi 1 dir ve bdlenin derecesi olan 3 ten klg¢uktur; bu yuzden islem burada biter. Bu tur
sorularda kuvvetleri boleni olusturan kuvvete gore gruplamak, uzun bdlmenin onlarca adimini birkag

satira indirir.

@ HAP BILGI
Gilindelik hayatta
Kuvvetleri bir déngtiye gore kiclltmek, takvimde giin saymaya benzer.

100 giin sonrasi i¢in 100 Un 7 ile bolimunden kalan olan 2 kullanilir: bugtin saliysa 100 giin sonra

persembedir.

iki kalandan birlesik kalan

Bir polinomun x — 1 ve x — 2 ile bélimlerinden kalanlar biliniyorsa, (x — 1)(x — 2) ile boliminden kalan
da bulunabilir. Bolen ikinci dereceden oldugu icin kalan ax + b bicimindedir ve iki kalan bilgisi iki

denklem verir.

o ORNEK
P(x) polinomunun x — 1 ile bélimiinden kalan 3, x — 2 ile bolimiinden kalan 5 tir.

(x —1)(x — 2) ile bolimiinden kalani bulalim.
Kalan ax + bolsun: P(1) =a+ b =3ve P(2) =2a+ b =5.

ikinci denklemden birinci ¢ikarilinca a = 2, sonra b = 1. Kalan 2x + 1 dir.

Biyuk bolenin kalanindan kiicik bolenin kalani

Bir polinomun ikinci dereceden bir bolenle béliminden kalan biliniyorsa, o bdlenin carpanlariyla
bolimden kalanlar hemen bulunur. Bélenin kdki bolme esitligine yazilinca boélen sifir olur ve yalnizca

kalanin o noktadaki degeri kalr.

o ORNEK
P(x) polinomunun x? — 4 ile boliminden kalan 2x + 3 tir.
P(x) in x — 2 ve x + 2 ile bélimlerinden kalanlari bulalim.
x—2ile:PQ2)=2-2+3=7.

x+2ile: P(=2) =2-(=2) + 3 = —1.
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Bu sorunun tersi de ayni fikirle ¢ézulur: kiiguk bolenlerin kalanlari biliniyorsa blylk bdlenin kalani, iki
denklemden bulunur. iki ydnde de anahtar, bélenin kdklerinde bdime esitliginin aldigi sade bicimdir.

Art arda bolmelerle kalan

Bazen bir polinomun bdlimu de yeniden bollnir ve iki bdlmenin bilgileri birlestirilerek daha buyuk bir
bolene gore kalan istenir. Bu durumda iki boime esitligi ic ice yazilir.

2 ORNEK

P(x) in x — 1 ile boliminden bélim Q(x), kalan 4 tur. Q(x) in x — 2 ile boélimunden kalan 3 tir.
P(x)in (x — 1)(x — 2) ile bolimiinden kalani bulahm.

P(x) = (x — 1)Q(x) + 4 ve Q(x) = (x — 2)R(x) + 3.

Yerine yazilinca: P(x) = (x — 1)(x — 2)R(x) + 3(x — 1) + 4.

Kalan 3x + 1 dir; derecesi bdlenin derecesinden kugUktur.

Kalan ve bolim birlikte gerektiginde

Kalan teoremi yalnizca kalani verir. Soru bolimu de istiyorsa bolme yapilmalidir; bélen x — a
bicimindeyse en kisa yol Horner yontemidir. Horner tablosunun son sayisi kalandir ve kalan teoreminin
verdigi degerle ayni olmalidir; bu, islemin dogrulugu icin iyi bir kontroldar.

2 ORNEK

P(x) = x> — 2x? + 5 polinomu x — 2 ile bollnsin.

Horner yontemiyle bolumu ve kalani bulup kalani kalan teoremiyle karsilastiralim.
Katsayllar: 1, =2, 0, 5. islemler: 1;1-:2—2=0;0:-240=0;0-24 5 = 5.

B&liim x?, kalan 5 tir. Kalan teoremi de P(2) = 5 vermisti.

Sinavda kalan sorulari

B SINAVDA NASIL CIKAR
Temel duzeyde (TYT) kalan sorulari x — a ya da x + a ile bolimden kalan, kalansiz bélinme ve
tek bilinmeyenli katsay1 bulma biciminde karsina ¢ikabilir.

ileri diizeyde (AYT) ikinci dereceden bélenle kalan, derece indirgeme, béime esitliginden kalan ve
iki bilinmeyenli sorular da sorulabilir.

Kalan sorusu goériince ilk adim her zaman aynidir: boleni sifira esitle ve buldugun degeri ya da iligkiyi
polinomda yerine koy. Bdlen birinci derecedense bu tek bir deger hesabidir; ikinci derecedense kalani
ax + b diye yazip iki denklem kurarsin.
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Sik yapilan hatalar

Hata Dogrusu

X + a ile bélmede P(a) hesaplamak P(—a) hesaplanir

2x — 1 ile bolmede P(1) hesaplamak P(%) hesaplanir

ikinci dereceden bélende kalani sabit almak Kalan ax + b bi¢imindedir
P(2x + 1) de x deg@erini dogrudan P ye yazmak Once 2x + 1 hesaplanir
Kalansiz boliinmeyi P(a) = 1 sanmak Kalansiz boliinme P(a) = 0 dir
Kalan teoremiyle bolimU bulmaya ¢alismak BolUm icin bolme gerekir

Bu hatalarin hepsi tek bir ilkeyi unutmaktan dogar: kalan, béleni sifir yapan degerde polinomun aldigi
degerdir. Bu ilke akilda tutuldugunda hangi degerin yerine yazilacagi kendiliginden belli olur.

= Hap bilgi 6zeti
o x — a ile bolimden kalan P(a) dir.

Boleni sifir yapan deger polinomda yerine yazilr.

e X + a ile bélumden kalan i¢in x = —a yazilr.

Hesaplanan deger P(a) dedil, P(—a) olur.

e x ile bolimden kalan sabit terimdir.

x — 1 ile bélumden kalan ise katsayilar toplamidir.
o P(a) = 0 ise x — a polinomun bir ¢arpanidir; tersi de dogrudur.

e Gundelik hayatta

Kuvvetleri bir dongtiye gore kiclltmek, takvimde glin saymaya benzer.

100 glin sonrasi icin 100 Un 7 ile bolimUnden kalan olan 2 kullanilir: buglin saliysa 100 gilin
sonra persembedir.

® Sik sorulanlar

Kalan teoremi nedir?

Bir polinomun x — a ile bélimunden kalan, polinomun a daki degerine esittir. Uzun bdlme
yapmadan kalan bulmayi saglar.

X + a ile bolimden kalan nasil bulunur?

Boleni sifir yapan deger —a dir. Kalan, polinomda x yerine —a yazilarak bulunur.
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Carpan teoremi nedir?

P(a) = 0 ise x — a polinomun bir ¢arpanidir ve polinom x — a ile kalansiz boltnur. Tersi de dogrudur.

ikinci dereceden bir bélenle kalan nasil bulunur?

Kalan ax + b bigiminde yazilir. Bélenin kdkleri bdlme esitligine yerlestirilerek a ve b i¢in iki denklem
kurulur.

Bolenin gercek kokii yoksa kalan nasil bulunur?

Bolen sifira esitlenir ve bulunan iliskiyle polinomun derecesi dusuruldr. x kare arti 1ile bolmede x
kare yerine -1 yazilr.

x ile boliimden kalan nedir?

Polinomun sabit terimidir. x yerine 0 yazilinca x iceren buttn terimler kaybolur.

Bilesik girdili bir polinomun kalani nasil bulunur?

Boleni sifir yapan x dederi bulunur ve 6nce icteki ifadede yerine yazilir. P(2x + 1) in x — 1ile
bolimiinden kalan P(3) tir.

Kalan teoremi boltiimui de verir mi?

Hayir, yalnizca kalani verir. BolUm gerekiyorsa uzun bélme ya da x — a bicimindeki bdlenler icin
Horner yéntemi kullanilir.

v= Kontrol listesi

O

Kalan teoremini yazabiliyor ve nedenini aciklayabiliyorum.
X —ave X + aile bélimden kalani bulabiliyorum.

ax + b ile bolimden kalani bulabiliyorum.

X ile boélimden kalanin sabit terim oldugunu biliyorum.
Carpan teoremini uygulayabiliyorum.

Kalan bilgisinden bilinmeyen katsayilari bulabiliyorum.
Bilesik girdili bir polinomun kalanini bulabiliyorum.

ikinci dereceden bir bélenle kalani bulabiliyorum.

Derece indirgeme yontemini kullanabiliyorum.

O 0 0000000

Bdlme esitliginden kalan cikarabiliyorum.
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