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-» Fonksiyonlar TYT AYT

Ters Fonksiyon Nasil Bulunur?

Bir fonksiyon girdiyi ¢iktiya goturir; ters fonksiyon ise ¢iktidan yola ¢ikip girdiye geri doner.
Katlanmis bir kagidi katlari tersten acarak eski haline getirmek gibi. Bu yazida ters fonksiyonun ne
zaman var oldugunu, adim adim nasil bulundugunu, kesirli, kdkll ve usli fonksiyonlarda nelere dikkat

edilecegini, tersi bulmadan deder hesaplamayi ve grafikteki simetriyi ele aliyoruz.
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Ters fonksiyon nedir?

™ ONCE SUNLARI BiL
Bu yaziyl daha rahat anlamak icin birebir ve drten fonksiyon kavramlarini, bileske fonksiyonu ve
denklemde bir bilinmeyeni yalniz birakmayi biliyor olman yeterli.

Bu kavramlar yeni geliyorsa énce Birebir ve Orten Fonksiyon Nedir? ve Bileske Fonksiyon Konu

Anlatimi yazilarina goz at.

Bir kdgidi 6nce ikiye, sonra kdésesinden katladigini diisiin. Baslangictaki diiz kagida donmek icin katlari
ters sirayla acarsin: 6nce son kati, sonra ilkini. Ters fonksiyon da budur: fonksiyonun yaptigini geri alir.

Matematikte sdyle yazilir: f: A — B birebir ve &rten bir fonksiyon olsun. f(a) = bise f~'(b) = a dr. f‘1
fonksiyonu B den A ya gider ve " f nin tersi" diye okunur.

f@=be f(b)=a
o HAP BiLGi

f(a) = bise f~!(b) = a dir: ters fonksiyon ciktidan girdiye doner.

ftA—> Bise f_l:B — A dir; tanim ve deger kiimeleri yer degistirir.

A DIKKAT
7 (x) ile — ayni sey degildir.
fx)

Buradaki —1 bir Us degil, ters fonksiyon isaretidir.

Ters fonksiyon ne zaman vardir?

Geri donebilmek icin iki sey gerekir. Her ¢iktinin tek bir girdiden gelmesi gerekir, yoksa geri donerken
hangi girdiye gidecegimizi bilemeyiz. Bu birebirliktir. Deger kiimesindeki her elemanin bir girdiden
gelmesi de gerekir, yoksa bosta kalan eleman hi¢bir yere donemez. Bu da ortenliktir.
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@ HAP BILGI
-1 . o o o o o o o o
f in fonksiyon olarak var olmasi igin f nin birebir ve 6rten olmasi gerekir ve yeter.

Ters fonksiyon aramaya baslamadan dnce bu sarti kontrol et.

¢ ORNEK
fiR = R, f(x) = x? olsun.

f nin tersi var midir?

f(=3) = f(3) =9 oldudu igin f birebir degildir. Geri donerken 9 dan hem —3 e hem 3 e gitmek
gerekirdi.

Ayrica negatif sayilara hi¢ ok gelmez; f 6rten de dedgildir.

Bu haliyle f nin tersi yoktur.

Tanim ve deger kiimesi uygun bicimde daraltilirsa ayni kuralin tersi olabilir. f:[0, o ) — [0, o ),
f(x) = x2 birebir ve drtendir; tersi f'(x) = \/'x tir. Karekok fonksiyonunun yalnizca negatif olmayan

degeri vermesinin sebebi budur.

Adim adim ters fonksiyon bulma
Kural verilmis bir fonksiyonun tersini bulmak icin G¢ adim yeter:
1.y = f(x) yaz.

2. Denklemi x i yalniz birakacak bi¢cimde ¢o6z.

3. x ile y nin yerini degistir.

Uclincii adimin sebebi sudur: ikinci adimin sonunda elinde x = f_l(y) biciminde bir esitlik vardir.
Fonksiyonlarin degiskenini x ile yazmak aliskanlik oldugu icin harfler degistirilir.

¢ ORNEK
f(x) =4x — 7 olsun.

F71(x) i bulalim.

y = 4x — 7 yazalim.

. 7
x i yalniz birakallm: 4x =y + 7 ve x = %.
x+7

Harfleri degistirelim: f~'(x) = —

Kontrol: f(2)=8—-7=1ve f'(1) = % = 2. Basladigimiz yere dondiik.

Dogrusal fonksiyonlar igin bu islemin genel sonucu dogrudan kullanilabilir:

x—>b

f)=ax+b@#0)=> f'(x)=

Bunu "ters islem, ters sira" diye hatirlayabilirsin. f énce a ile ¢arpar, sonra b ekler. f‘1 once b cikarir,
sonra a ya bdler.
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@ HAP BILGI
Ters fonksiyonu bulduktan sonra bir sayiyla kontrol et: f(a) = b ise f_l(b) = a ¢ikmali.

Dogrusal fonksiyonda f(x) = ax + bise f(x) = =2,

Kesirli fonksiyonun tersi
fx) =

2 ORNEK

f) =

f1(x) i bulalim.

y= % yazip paydayi karsiya atalim: y(x + 4) = 3x — 2.
Dagitalim: xy + 4y = 3x — 2.

x li terimleri bir tarafta toplayalim: xy — 3x = —4y — 2, yani x(y — 3) = —4y — 2.
x=_2"2
y—=3

Harfleri degistirelim: f~'(x) = _ix_z

Kontrol: f(0) = —3 = —% ve f‘l(—l) = 21_2 = 0.
2

2

Bu islemi genel harflerle yaparsak akilda kalici bir kalip gikar:

ax+b 1 —dx+b
cx +d =/ ()_ —a

foo) =

Kalibi hatirlamanin yolu: a ile d yer degistirir ve ikisinin de isareti degisir; b ile c oldugu yerde kalir.
Kalip ad — bc # 0 icin gecerlidir; ad — bc = 0 ise fonksiyon sabittir ve tersi yoktur.

@ HAP BiLGi

f) =

a ile d yer ve isaret degistirir, b ile ¢ kalir.

—dx+b
dlr.

A DIKKAT
a+d =0isekalip fonksiyonun kendisini verir; boyle bir fonksiyon kendi tersidir.

Ornegin f(x) = — |g|n a=1ved=—1dir. Kalip f'(x) = — ver|r yani f~' = f dir.

Tersin tanim ve gorinti kimesi

f:A — B birebir 6rtense f~': B — A dir. Yani tersin tanim kiimesi f nin gériintii kiimesidir; tersin
goruntl kimesi de f nin tanim kiimesidir. Bu bilgi hem kontrol hem kisayol olarak ise yarar.
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¢ ORNEK

f(x) — 3x—2

iki fonksiyonun tanim ve gériintii kiimelerini karsilastiralim.

_ —4x —2
ve f1(x) = === olsun.
X

x+4 =3

f nin tanim kiimesi R — {—4} tur. Goruntu kiimesi R — {3} tur, ¢linkl pay ile paydadaki x
katsayilarinin orani ; = 3 tdr.

f~tin tanim kiimesi R — {3} tiir. Gériinti kiimesi R — {—4} tir, ¢linkii bu kez oran ? = —4 tir.
iki kiime yer degistirdi.

Bu iliskiyi tersine de kullanabilirsin: bir fonksiyonun gorinti kiimesini bulmakta zorlaniyorsan, tersini
bulup tersin tanim kiimesine bakabilirsin.

¢ ORNEK
fi[-1, ©) > (— »,3], f(x) =3—4/x+1 olsun.

f~'i tanim kiimesiyle birlikte bulalim.

y=3- \/m yazalim. Kbk negatif olmadidi icin y < 3 tir.

JxX+T =3-y. iki tarafin karesini alalim: x + 1 = (3 —y)z.

x=03- y)2 —1.

Harfleri degistirelim: f':(— 00 ,3] = [-1, o), f1(x) = 3 —x)" — 1.

Kontrol: f(8) =3—3=0ve f'(0)=9—1=8.

Kokly, ikinci dereceden ve usli fonksiyonlar

Bu fonksiyonlarda t¢ adim yine aynidir. Fark, tanim ve deger kiimelerinin tersin kuralina eklenmesi
gerekmesidir. Kiime yazilmazsa bulunan kural baska bir fonksiyonu anlatir.

2 ORNEK

fi[2, 0 )= [1, ), f(x) =4/x—2 +1olsun.

f_l(x) i bulahm.

y= \/m + 1 yazalim. Burada y > 1 dir.

y—1= \/m . iki tarafin karesini alalim: (y — 1)* = x — 2.
x=(-— 1) + 2.

Harfleri degistirelim: f1:[1, 00 ) = [2, o0 ), f1(x%) = (x — 1)* + 2.

Kontrol: f(6) = /3 +1=3ve f'(3)=4+2=6.
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A DIKKAT
Tersin tanim kiimesini yazmayi unutma.

(x— 1)2 + 2 kurall R Uzerinde birebir degildir. Bu kural ancak x > 1 ile birlikte f nin tersidir; tanim
kiimesi, f nin goruintl kiimesi olan [1, oo ) dur.

ikinci dereceden bir fonksiyon, tepe noktasindan baslayan bir aralikta birebirdir. O aralikta tam kareye
tamamlama tersini kolayca verir.

¢ ORNEK
fi[1, 00 ) = [=3, o), f(x) = x* —2x — 2 olsun.

f7(x) i bulalim.
Tam kareye tamamlayalim: x2 —2x — 2 = (x —1)* — 3. Yani y = (x — 1)* — 3.

(x—1)>*= ¥y + 3. Burada x > 1 oldugu i¢in x — 1 > 0 dir ve karekdklin yalniz pozitif degeri alinir:

x—1=,/y+3.
x=14+4yF3 vef'(x)=1+4++/xF3.

Kontrol: f(3)=9—6—-2=1ve f'(1) = 1+\/71 = 3.

Uslii fonksiyonun tersi logaritmadir. f:R — (3, 0 ), f(x) =271 4+3iciny—3=2""1ve
x — 1 =log,(y — 3) bulunur. Oyleyse f~'(x) = log,(x — 3) + 1 dir. Kontrol: f(3) =4 +3 =7 ve
') = log,4+1=3.

@ HAP BILGI
Koklu ve ikinci dereceden fonksiyonun tersinde tanim kiimesi kuralin bir parcasidir.

£~ in tanim kiimesi f nin gériinti kiimesidir.

Tersi bulmadan deger hesaplama

Yalnizca £~ (a) gibi tek bir deder isteniyorsa tersin kuralini bulmak sart degildir. f™'(a) = b demek
f(b) = a demektir. Yani f(x) = a denklemini ¢dzmek yeter.

2 ORNEK
fiR = R, f(x) = x> + 2x + 1 olsun. Bu fonksiyon artandir; birebir ve ortendir.
f_1(4) kactir?
f'(4)=bise f(b) = 4tlr:b> +2b+1 =4, yani b> +2b—3 = 0.
b =1 denendiginde 1 + 2 — 3 = 0 saglanir.
f birebir oldugu i¢in baska ¢6zim yoktur. f_1(4) = 1dir.
Bu fonksiyonun tersini kural olarak yazmak kolay degildir, ama degder sorusu birkac satirda ¢ozalda.

Soruda f_1 gorunce ilk is olarak tersin kuralini bulmaya kalkma; istenen seyin bir deger mi yoksa kural
mi olduguna bak.
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= HAP BILGI
fa@)=b<e f(b) =a.

Tek bir deger isteniyorsa f(x) = a denklemini ¢6z; tersin kuralina gerek yok.

Deger sorularinda farkh kaliplar

Deger sorulari farkh bicimlerde gelebilir. Hepsinin ¢6zim ayni esdegerlige dayanir:

fa)=be f(b) =a.

¢ ORNEK
[ =
f(5) kagtir?

f(5) = b diyelim. Bu, f~(b) = 5 demektir.

l%zsveb:m.

x+1
olsun.
3

f(5) = 14 tur. Kontrol: f yi bulursak f(x) = 3x —1 ve f(5) = 14.

¢ ORNEK
f(2x —1) = 3x + 2 olsun.

F71(8) kactir?
f71(8) = bise f(b) = 8 dir. Verilen esitlikte sad tarafi 8 yapan x i bulalim: 3x + 2 = 8 ve x = 2.
Bu x i¢in parantezin igi 2x — 1 = 3 tur. Yani f(3) = 8.

F71(8) = 3 tiir.

A DIKKAT
ikinci 6rnekte cevap x = 2 degil, parantezin ici olan 3 tiir.

f71(8), f ye hangi sayi verilince 8 ciktigini sorar; f ye verilen sayi parantezin icidir.

Bileske ile birlikte gelen deger sorularinda da sira aynidir: icten disa. f(x) = 2x + 3 ve g(x) = x* ise
(f_1 0g)(3) = f_1(9) olur. f(b) =9 denkleminden 2b + 3 =9 ve b = 3 bulunur; sonug 3 tir.

= HAP BiLGi

Giindelik hayatta

Santigrattan Fahrenhayta geviren f(C) = 1,8C + 32 fonksiyonunun tersi f_l(F) = Fl_—sz olur.

77 — 32

Yurt digsindaki bir hava durumunda gorilen 77 derece Fahrenhayt, = 25 derece santigrattir.

Ters fonksiyonun 6zellikleri
o (f o f)(x) = xve (fof ")(x) = x. Fonksiyon ile tersi birbirini gétirdr.

. (f_l)_1 = f. Tersin tersi fonksiyonun kendisidir.
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« (fog) ' =g 'of". Bileskenin tersinde sira doner.

¢ ORNEK
f(x)=2x+1veg(x)=x—3olsun.

(fog)_1 i iki yoldan bulup karsilastiralim.

x+5
2

tir.

Birinci yol: (fog)(x) = 2(x —3) + 1 = 2x — 5. Tersi

x-—1 x+5
5 + 3= .

ikinci yol: f7'(x) = XT_l ve g l(x) = x+3. g7 (f () =

iki yol ayni sonucu verdi.

Bu 6zellikler bileske sorularinda bir fonksiyonu yalniz birakmak icin kullanihr. Bir esitligin iki tarafina da
soldan ™' uygulamak, f yi ortadan kaldirir.

¢ ORNEK
f(x)=2x—-3ve(fog)(x)=4x+1olsun.

g(x) i bulahm.
f(g(x)) = 4x + 1 esitliginin iki tarafina f~* uygulayalim: g(x) = f~'(4x + 1).

4x+1+3 — 2x + 2.

fix) = XTH oldugu icin g(x) =

Kontrol: f(2x +2) =2(2x+2)—3 =4x+ 1.

Kendi tersi olan fonksiyonlar

Bazi fonksiyonlar kendi tersidir: f_1 = f. Bu, fonksiyonu iki kez uygulamanin her sayiyi yerine getirmesi
demektir: (fo f)(x) = x.

o f() = —xicin f(f(x)) = =(—x) = x.

. f(x)=5-xigin f(f(x) =5-(5-x) = x.

o fO0) ==icin (x #0) f(f() =1 = x.

« f) =

Kendi tersi olan bir fonksiyonun grafigi y = x dogrusuna gore kendisiyle simetriktir. Bunun sebebini bir
sonraki bolimdeki simetri kurali agikhyor.

i biciminde olup a + d = 0 olan kesirli fonksiyonlar (ad — bc # 0 sartiyla).

a
cx+d

@ HAP BILGI
f kendi tersiyse (f o f)(x) = x tir.

Kesirli fonksiyonda bunun isareti a + d = 0 olmasidir.

Grafikte ters fonksiyon

(a, b) noktasl f nin grafigindeyse f(a) = b dir; bu da f~'(b) = a, yani (b, a) noktasinin f~" in grafiginde
olmasi demektir. (a, b) ile (b, a) noktalari y = x dogrusuna gore simetriktir.
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@ HAP BILGI
file f_1 in grafikleri y = x dogrusuna gore simetriktir.

f_1 in grafigini ¢cizmek icin f nin grafigini y = x dogrusuna gore yansitman yeter.

Bu simetriden énemli bir sonug ¢ikar: f ile f~ in grafikleri nerede kesisir? f artan bir fonksiyonsa
kesisim noktalari y = x dogrusu Uzerindedir. Yani f(x) = f"l(x) yerine daha kolay olan f(x) = x
denklemini ¢c6zmek yeter.

¢ ORNEK
f(x) = 2x — 3 olsun.

file f~" in grafiklerinin kesisim noktasini bulalim.
f artan oldugu igin f(x) = x denklemini ¢ozeriz: 2x — 3 = x ve x = 3.

Kesisim noktasi (3, 3) tir.

x+3

Ve f1(3) = 3. Nokta iki grafikte de var.

Kontrol: f~'(x) =

Grafikten deger okumak da ayni simetriye dayanir. f nin grafigi (2, 5) noktasindan gegiyorsa f(2) = 5 tir
ve buradan hi¢ hesap yapmadan f"l(S) = 2 bulunur. Ayrica f artansa tersi de artandir, azalansa tersi

de azalandir; yansitma bu 6zelligi degistirmez.

A DIKKAT
Bu kisayol yalnizca artan fonksiyonlarda guvenlidir.

f(x) = —x3 azalandir ve tersi f'(x) = —y/X tir f1) =-1ve f71(1) = —1 oldudu icin (1, —1)
noktasi iki grafikte de vardir, ama y = x dogrusu Uzerinde degildir.

Sinavda ters fonksiyon

B SINAVDA NASIL GIKAR
Temel diizeyde (TYT) ters fonksiyon dogrusal bir fonksiyonla karsina cikabilir: f_l(x) kural ya da
f~'(a) gibi tek bir deger istenir. Deder sorusunda tersi bulmadan f(x) = a denklemini ¢6zmek

zaman kazandirir.

lleri diizeyde (AYT) kesirli, koklii ve Uslii fonksiyonlarin tersi, (fog)"1 ile islem, ters fonksiyonun
tanim kiimesi ve grafikteki simetri dne cikar.

Soruyu okurken kendine {i¢ sey sor. istenen bir kural mi, bir deger mi? Fonksiyon gercekten birebir ve
orten mi? Tersin tanim kiimesi yazilmasi gereken bir durum var mi? Bu U¢ soru bircok hatayi bastan

onler.
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Sik yapilan hatalar

Hata Dogrusu

i) = % sanmak —1 Us degil, ters isareti

Her fonksiyonun tersi var sanmak Birebir ve 6rten olmali

Harfleri degistirmeyi unutmak Son adimda x ile y yer degistirir

Kokli fonksiyonun tersinde kiimeyi yazmamak f_1 in tanim kiimesi f nin goérintd kimesi
Kesirli kalipta b ile ¢ yi degistirmek Yalniz a ile d yer ve isaret degistirir
(fog) ' = flog™! yazmak Sira déner: g lo !

Deger sorusunda once tersin kuralini aramak f(x) = a denklemini ¢6z

Her fonksiyonda f = f‘1 kesisimini y = x te aramak Yalniz artan fonksiyonda guvenli

Bu tabloyu bir kez gézden gecgirmek bile ise yarar, ama asil koruma her sorunun sonunda bir saylyla
kontrol yapmaktir: f(a) = bise f~'(b) = a ¢ikiyor mu?
< Hap bilgi 6zeti

o fla)=bise f_l(b) = a dir: ters fonksiyon ¢iktidan girdiye doner.

f:A - Bise f~': B — A dir; tanim ve deger kiimeleri yer degistirir.

e f‘1 in fonksiyon olarak var olmasi icin f nin birebir ve drten olmasi gerekir ve yeter.

Ters fonksiyon aramaya baslamadan 6nce bu sarti kontrol et.

e Ters fonksiyonu bulduktan sonra bir sayiyla kontrol et: f(a) = b ise f_l(b) = a ¢ikmali.

x—b

Dogrusal fonksiyonda f(x) = ax + bise f'(x) = .
a

O 1) =""ise ) = =L dir.

cxX cxX—a

a ile d yer ve isaret degistirir, b ile c kalir.

o Kokll ve ikinci dereceden fonksiyonun tersinde tanim kiimesi kuralin bir parcasidir.

£~ in tanim kiimesi f nin gériintii kiimesidir.

O F'w=bsfb)=a

Tek bir deger isteniyorsa f(x) = a denklemini ¢6z; tersin kuralina gerek yok.
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o Gundelik hayatta

F—32
olur.

Santigrattan Fahrenhayta ceviren f(C) = 1,8C + 32 fonksiyonunun tersi f ' (F) = =

Yurt disindaki bir hava durumunda gorilen 77 derece Fahrenhayt, % = 25 derece

santigrattir.

e f kendi tersiyse (fo f)(x) = x tir.

Kesirli fonksiyonda bunun isareti a + d = 0 olmasidir.

e file f‘1 in grafikleri y = x dogrusuna gore simetriktir.

f‘1 in grafigini cizmek icin f nin grafigini y = x dogrusuna gore yansitman yeter.

® Sik sorulanlar

Ters fonksiyon nedir?
Bir fonksiyonun yaptigini geri alan fonksiyondur. f fonksiyonu a yi b ye goétlrlyorsa, ters fonksiyon
b yi a ya geri goturdr.

Her fonksiyonun tersi var midir?

Hayir. Bir fonksiyonun tersinin olmasi icin birebir ve érten olmasi gerekir. Ornegin gercel sayilarda
tanimli kare fonksiyonunun tersi yoktur; tanim ve deger kiimesi negatif olmayan sayilarla
sinirlanirsa tersi karekdk fonksiyonu olur.

Ters fonksiyon nasil bulunur?

Ug adimda bulunur. Once vy esittir f(x) yazilir. Sonra denklem x yalniz kalacak bicimde ¢ozilir. Son
olarak x ile y nin yeri degistirilir.

Kesirli fonksiyonun tersi icin kisa yol var mi?

Var. Pay ax arti b, payda cx arti d ise tersin payi eksi dx arti b, paydasi cx eksi a olur. Yani aile d
yer degistirir ve isaretleri degisir, b ile ¢ yerinde kalir.

f lizeri eksi bir ile bir boll f ayni sey midir?
Hayir. f Uzeri eksi bir ters fonksiyonu gosterir, buradaki eksi bir bir Us degildir. Bir boll f ise
fonksiyonun degerinin carpmaya gore tersidir ve genellikle ters fonksiyondan farklidir.

Bir fonksiyon ile tersinin grafikleri arasinda nasil bir iliski vardir?

iki grafik y esittir x dogrusuna gore simetriktir. Fonksiyonun grafigindeki her (a, b) noktasi, tersinin
grafiginde (b, a) noktasi olarak yer alir.
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Ters fonksiyonun tanim kiimesi nasil bulunur?

Ters fonksiyonun tanim kiimesi, fonksiyonun gériintii kiimesidir. Once fonksiyonun hangi degerleri
aldigi bulunur; ters fonksiyon tam olarak bu degerlerde tanimlidir. Kokl ve ikinci dereceden
fonksiyonlarda bu kiime tersin kuraliyla birlikte yazilmalidir.

v= Kontrol listesi

Bir fonksiyonun tersinin olup olmadigini birebirlik ve drtenlikle gerekcelendirebiliyorum.
Tersi olmayan bir fonksiyonun tanim ve deger kiimesini daraltarak tersini tanimlayabiliyorum.
Ters fonksiyonu ¢ adimda bulup bir sayiyla kontrol ediyorum.

Dogrusal fonksiyonun tersini x-b kalibiyla dogrudan yazabiliyorum.
a

ax+b

tard fonksiyonun tersini kalipla bulabiliyor, kendi tersi olan fonksiyonu taniyorum.

cx +

Kokll ve ikinci dereceden fonksiyonun tersini tanim kiimesiyle birlikte yaziyorum.
f_l(a) degderini tersi bulmadan f(x) = a denklemiyle hesaplayabiliyorum.

(fog)™ =g o f ! 6zelligini bir 5rnekle dogrulayabiliyorum.

O 000 0 o000

Bileske esitliginde f_1 uygulayarak icteki fonksiyonu bulabiliyorum.

(J file f‘1 in grafiklerinin y = x e gdre simetrik oldugunu ve kesisim kisayolunun sinirini biliyorum.

Bu belge hakkinda. Bu PDF, ahmetcelen.com.tr'deki Ters Fonksiyon Nasil Bulunur? yazisinin AC-005 kodlu

belgesinin 1.0 stirimadur.

Suriim gecmisi ve degisiklikler: ahmetcelen.com.tr/d/ac-005/. Glincel striimi ve bitiin konularin PDF'lerini
ahmetcelen.com.tr/pdf/ adresinde bulabilirsiniz. Elinizdeki dosyanin bizim yayimladigimiz striimle birebir ayni olup
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