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Fonksiyonlar Konu Anlatimi

Fonksiyon, matematigin geri kalaninin Gzerine kuruldugu fikirdir. Parabol da turev de integral de bir
fonksiyonun davranisini konusur. Bu yazida fonksiyonu sifirdan kuruyoruz: bir eslemenin ne zaman
fonksiyon oldugundan baslayip tanim kiimesine, fonksiyon cesitlerine, bileskeye, ters fonksiyona ve
grafik okumaya kadar gidiyoruz.
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iCINDEKILER

Fonksiyon nedir?

@ ONCE SUNLARI BiL

1. Fonksiyon nedir?

2. Tanim kiimesi, deger kiimesi, gorlinti kiimesi 9.
3. Bir esleme ne zaman fonksiyon degildir? 10.
4. Fonksiyon cesitleri: birebir, orten, igine 1.
5. Ozel fonksiyonlar 12.
6. iki fonksiyon ne zaman esittir? 13.
7. Fonksiyonlarda dort islem 14.

8. Bileske fonksiyon

Ters fonksiyon

Grafikten fonksiyon okuma
Sik yapilan hatalar

Hap bilgi 0zeti

Sik sorulanlar

Kontrol listesi

Bu yaziyl daha rahat anlamak icin kiime kavramini (eleman, alt kiime, kesisim) ve koordinat

duzleminde nokta isaretlemeyi biliyor olman yeterli.

Denklem ¢dzmeyi biliyorsan ters fonksiyon bolimi de kolay gelir.

Bir fonksiyonu anlamanin en kolay yolu onu bir makine gibi dislinmektir. Makineye bir deger verirsin,

makine sana tek bir deger dondurir. Ayni degeri tekrar verdiginde yine ayni cevabi alirsin; makine

keyfine gore bazen sunu bazen bunu vermez.

Matematikte bu fikir séyle yazilir: A ve B iki bos olmayan kiime olsun. A kiimesinin her elemanini, B
kimesinin bir ve yalniz bir elemanina esleyen kurala A dan B ye fonksiyon denir ve f:A — B yazillir.

Tanimin iginde iki ayri sart sakli ve sinavda sorulan da genellikle bu iki sart:

» Acikta eleman kalmaz. A kimesinde eslesmemis tek bir eleman bile varsa bu bir fonksiyon degildir.

» Bir elemanin iki goriintlisi olmaz. A daki bir eleman B deki iki farkli elemana birden gidiyorsa yine

fonksiyon degildir.

Tersi serbesttir: B tarafinda acikta eleman kalabilir, B deki bir elemana A dan birden fazla ok gelebilir.

Bunlarin ikisi de fonksiyonlugu bozmaz.

= HAP BILGI

Fonksiyon olma sarti yalnizca ¢ikis tarafinda aranir: her x in tam bir f(x) i olacak.

Giris tarafinda ne oldugu fonksiyonlugu bozmaz.

A DIKKAT

Turkcede "her elemanin bir gérintisu var" cimlesi kulaga "en az bir" gibi geliyor. Matematikte

burada kastedilen tam olarak bir tanedir.

f(2) =5 ve f(2) = 7 ayni anda olamaz.

Tanim kiimesi, deger kimesi, gorinti kimesi

f:A — Bfonksiyonunda li¢ kiime konusuruz ve u¢inu karistirmak sinavda en pahali hatalardan biridir.
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» Tanim kiimesi A: fonksiyona verebilecegimiz degerler.
» Deger kiimesi B: ¢ikisin icinden secildigi kime.

« Goruntii kiimesi f(A): cikista gercekten kullanilan degerler.

Gorlntu kiimesi her zaman deger kiimesinin alt kiimesidir: f(A) C B. Esit olmak zorunda degildir.
¢ ORNEK
A=1{1,2,3},B={a,b,c,d} ve f(1) = a, f(2) = b, f(3) = a olsun.

Tanim kimesi {1,2,3}, deger kiimesi {a, b,c,d}, gorlinti kimesi ise yalnizca {a,b} dir. Clinkil ¢
ve d ye hi¢ ok gitmemistir.

a ya iki ok gitmesi bir sorun dedildir; fonksiyonluk bozulmaz.

Gercgel sayilarda en genis tanim kiimesi

Sinavda " f fonksiyonunun en genis tanim kiimesi nedir?" diye soruldugunda, ifadeyi tanimsiz yapan
durumlari eleriz. Ug klasik kisit vardir:

Yapi Kisit

Payda Payda #0

Cift dereceden kok Kok ici >0

Logaritma ici >0,taban >0ve #1

Tek dereceden kokte (klp kdk gibi) kisit yoktur; negatif sayinin kiip kékd tanimhdir.

¢ ORNEK
fx) = V="~ olsun.

x—=5
Bu fonksiyonun en genis tanim kiimesini bulalim.
Kok ici sifir ya da pozitif olmal: x —2 > 0= x > 2.
Payda sifir olmamali: x — 5 # 0= x # 5.

ikisi birlikte: tanim kiimesi [2,5) U (5, oo ) dur.

A DIKKAT
Kok iciicin > 0 degil > 0 yazilir; \/U = 0 tanimhdir. Payda icinse esitlik yasaktir.

Bu ikisi sik karistirilir.

Bir esleme ne zaman fonksiyon degildir?

Sema olarak verilen bir eslemede iki seye bakarsin: acikta kalan eleman var mi, ¢ift ok ¢ikan eleman
var mi. Grafikte ise ayni kontrollin adi dikey dogru testidir.

Grafigin Uzerinden gecen her dikey dogru, grafigi en fazla bir noktada kesiyorsa bu bir fonksiyon
grafigidir. iki noktada kesiyorsa ayni x e iki farkli y diistiyor demektir ve fonksiyon degildir.
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@ HAP BILGI

Dikey dogru testi: fonksiyon mu?
Yatay dogru testi: birebir mi?
ikisini karistirma.

Ornegin merkezi orijinde olan bir gember, y ekseni yéniinde iki deger Urettidi icin fonksiyon grafigi
degildir. Ama ¢emberin yalniz Ust yarisi fonksiyondur.

Fonksiyon cesitleri: birebir, 6rten, icine
Birebir fonksiyon
Farkli girigler farkli ¢ikislar veriyorsa fonksiyon birebirdir. Simgeyle: x; # x, = f(x;) # f(x5).
Sinavda bunu genelde ters yonden kullanmak daha kolaydir: f(x;) = f(x,) oldugunu varsay, buradan
X; = X, ¢iIkiyorsa fonksiyon birebirdir.

2 ORNEK

f(x) =3x —5olsun.

Bu fonksiyon birebir midir?

f(x1) = f(x,) diyelim: 3x; — 5 = 3x, — 5.

Her iki tarafa 5 ekleyip 3 e bélersek x; = x, bulunur. Oyleyse f birebirdir.

Orten fonksiyon

Deger kiimesinde aclkta eleman kalmiyorsa, yani f(A) = B ise fonksiyon oértendir. Acikta eleman
kaliyorsa fonksiyon iginedir.

Dikkat edilecek nokta su: ortenlik fonksiyonun kuralina degil, hangi deger kiimesiyle verildigine de
baghdir. Ayni kural farkl deger kiimesiyle orten olabilir de olmayabilir de.
¢ ORNEK

f(x) = x* kuralini iki ayri bicimde ele alalim.

f:R — R olarak verilirse 6rten degildir; hicbir gergel sayinin karesi negatif olamayacagi icin —4
gibi degerler acikta kalir.

fiR — [0, oo ) olarak verilirse 6rtendir, ¢clnkl her negatif olmayan sayi bir karedir.

Birebir 6rten fonksiyon

Hem birebir hem 6rten olan fonksiyona birebir érten denir. Bu, iki kime arasinda tam bir eslesme
kuruldugu anlamina gelir: her girisin bir ¢ikisi, her ¢ikisin da tek bir girisi vardir. Ters fonksiyonun var
olabilmesi icin gereken sart tam olarak budur.
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B SINAVDA NASIL GIKAR

Birebir ve orten kavramlari TYT de cogunlukla sema Uzerinden, "asagidakilerden hangisi birebir
ortendir?" biciminde sorulur. AYT de ise ters fonksiyonun var olup olmadigini tartismak icin
kullanilir. ALES ve KPSS de dogrudan bu terimler nadiren gecer; oralarda fonksiyon daha ¢ok
islem ve bileske olarak karsina cikar.

Fonksiyon sayisi sorulari

s(A) = m ve s(B) = n olmak Uzere A dan B ye tanimlanabilecek fonksiyonlari saymak klasik bir soru
tipidir.

Aranan Sayisi Kosul
Tum fonksiyonlar nm -
Birebir fonksiyonlar - flm)! m<n
Sabit fonksiyonlar n -
Birebir orten fonksiyonlar n! m=n

Mantigi sudur: A nin her elemani igin B den bagimsiz bir se¢im yapariz, bu yizdenn-n --- n = n"™ olur.
Birebirde ise secilen her eleman havuzdan diser: n(n —1)(n — 2) --- diye gider.

¢ ORNEK
S(A) = 3 ve s(B) = 4 olsun.

A dan B ye kac¢ fonksiyon tanimlanabilir, bunlarin kaci birebirdir?
Tiim fonksiyonlar: 4°> = 64.

Birebir olanlar: ilk eleman icin 4, ikinci icin 3, G¢lnci icin 2 secenek kalir; 4-3-2 = 24,

41
(4-3)

Bu 24 sayisi s ? ile de bulunur.

Orten fonksiyon sayisi icin dogrudan bir carpim yoktur; icerme-disarma ilkesi kullanilir:

éo(‘”k(:)(” — k)"

Bu formdl sinavda nadiren gerekir; kliclik kimelerde ortenleri dogrudan saymak genellikle daha hizlidir.
Ornegin s(A) = 3, s(B) = 2 icin tiim fonksiyonlar 2* = 8, bunlardan ikisi sabit oldugu icin értenler
8 — 2 = 6 tanedir.

@ HAP BILGI
A dan B ye fonksiyon sayisi n™ dir; is tanim kiimesinin eleman sayisidir.

Hangi sayinin Uste ¢ikacagdi en sik yapilan karisiklktir.
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Ozel fonksiyonlar
« Sabit fonksiyon: f(x) = c. Grafigi x eksenine paralel bir dogrudur. Birebir degildir (tanim kiimesinde
birden fazla eleman varsa).
» Birim (6zdeslik) fonksiyon: I(x) = x. Her degeri kendisine esler, grafigi y = x dogrusudur. Bileskede
etkisiz elemandir.
« Dogrusal fonksiyon: f(x) = ax + b ve a # 0. R dan R ya taniml oldugunda hem birebir hem
ortendir.
« Mutlak deger fonksiyonu: f(x) = | x|. x > 0igin x, x < 0 igin —x dederini alir.
» Parcali fonksiyon: tanim kiimesinin farkli araliklarinda farkli kuralla tanimlanan fonksiyon.

A DIKKAT
f(x) = | x|fonksiyonu R — R olarak birebir degildir: f(—3) = f(3) = 3.

Bu ylUzden tersi de yoktur. Mutlak degerin tersini almaya ¢alismak sik gortlen bir hatadir.

2 ORNEK
Parcall bir 6rnek alalim: x > 0 igin f(x) = x?, x < 0i¢cin f(x) = —x olsun.

f(3)icin 3 > 0 oldugundan birinci kural gecerlidir: f(3) = 9.
f(=4)igin —4 < 0 oldugundan ikinci kural gecerlidir: f(—4) = 4.

Parcal fonksiyonda dnce hangi aralikta olduguna bakilir, sonra o araligin kural uygulanir.

iki fonksiyon ne zaman esittir?

iki fonksiyonun esit sayllmasi icin kurallarinin ayni gériinmesi yetmez. f = g diyebilmek icin iki sart
birden gerekir:

o Tanim kUmeleri ayni olmali.

« Tanim kiimesindeki her x i¢in f(x) = g(x) olmal.

¢ ORNEK

fx) = % ve g(x) = x+ 1 olsun.

Bu iki fonksiyon esit midir?

Sadelestirince f(x) de x + 1 gibi gortiniir, ama f in tanim kiimesinde x = 1 yoktur; payda sifir olur.
gise x = 1 icin tanimlidir ve g(1) = 2 degerini alir.

Tanim kumeleri farkl oldugu icin bu iki fonksiyon esit degildir. Ancak x # 1 i¢in degerleri aynidir.

A DIKKAT
Sadelestirme tanim kiimesini degistirmez. Bir ifadeyi sadelestirdiginde, sadelesen ¢arpanin sifir

yaptigi deger tanim kiimesinden ¢ikmis olarak kalir.

Bu, limit ve sureklilik konularinda karsina tekrar cikacak.
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Fonksiyonlarda dort islem
iki fonksiyon toplanabilir, cikarilabilir, carpilabilir ve béliinebilir. Kural beklendigi gibidir:

(f + (%) = f(x) + 8(x)

(f - &)(x) = f(x)-g(x)

iy = F&
(5)06) g

Asil dikkat edilecek yer sonuglarin tanim kiimesidir. Toplam, fark ve ¢carpimda yeni tanim kimesi iki
fonksiyonun tanim kiimelerinin kesisimidir. Bolmede buna bir sart daha eklenir: g(x) # 0.

@ HAP BILGI
f+g f—gve f-gicintanim kimesi A; N A, dir.

L icin ayrica g(x) # 0 sarti aranir.
g

Bileske fonksiyon

iki makineyi arka arkaya bagladigini diisiin: birinin cikisi &tekinin girisi olsun. Bu birlesime bileske denir.

(fe8)x) = f(g(x)

Okunusu "f bileske g" dir ve icteki 6nce calisir. Yani g uygulanir, gikan sonug f e verilir. Yazilis sirasi ile
islem sirasinin ters olmasi, bu konudaki en yaygin karisikliktir.

¢ ORNEK
f(x) = 2x + 1 ve g(x) = x* olsun.

(fog)3) = f(g3) =f(9) =2-9+1=19.
(go HB) = g(f(3)) = g(7) = 7> = 49.

Goruldugu gibi sonuclar farkli; sira dnemlidir.

Bileskenin ozellikleri

« Degisme 6zelligi yoktur: genel olarak fog # go f.
 Birlesme 6zelligi vardir: (fog)oh = fo(goh).

« Birim fonksiyon etkisizdir: fol =10 f = f.

A DIKKAT
fog # go f olmasi her zaman farkh demek degildir; bazi 6zel fonksiyonlarda esit olabilirler.

Dogru ifade sudur: genel olarak esit olmak zorunda degillerdir.
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2 ORNEK
f(x) =3x—2ve (fog)(x) =6x+ 4 olsun.

g(x) nedir?
f(g(x)) = 3-g(x) — 2 oldugunu biliyoruz.
Oyleyse 3-g(x) — 2 = 6x + 4 yazariz.

3-g(x) = 6x + 6 ve buradan g(x) = 2x + 2 bulunur.

@ HAP BILGI

Gundelik hayatta
Bir Grlinde 6nce 100 lira, sonra yuzde 20 indirim uygulaniyorsa g(x) = x — 100 ve f(x) = 0,8x
olmak Uizere 6denen tutar f(g(x)) olur.

500 liralik Griin icin f(g(500)) = 320 lira 6denir; sira degisirse g(f(500)) = 300 lira 6denir.

Ters fonksiyon
Ters fonksiyon, makineyi geriye ¢alistirmaktir: cikistan girise donmek. f(a) = b ise f_l(b) = a olur.

Ama her fonksiyonun tersi yoktur. Geriye donebilmek igin iki sey gerekir: her ¢ikisin bir giristen gelmesi
(birebirlik) ve her ¢ikisin kullaniimis olmasi (6rtenlik).

@ HAP BILGI
Bir fonksiyonun tersi ancak ve ancak birebir ve ortense vardir.

Bu sart saglanmiyorsa f‘1 diye bir fonksiyon yoktur.

Ters fonksiyon nasil bulunur?
1.y = f(x)yaz.
2. Denklemi x i yalniz birakacak bi¢imde ¢o6z.

3. x ile y yi yer degistir.

¢ ORNEK
f(x) =3x—5olsun.

Bu fonksiyonun tersini bulalim.

y = 3x — 5 yazariz.

xigekeriz:3x=y+5vex=y3L5.

xX+5
T

Kontrol edelim: f(4) =3-4—5=7ve f_1(7) = 135 = 4. Basladigimiz yere dondiik.

x ile y yi degistiririz: f'(x) =

Dogrusal fonksiyonlar i¢in dogrudan kullanilabilecek bir sonu¢ da vardir: f(x) = ax+ b ve a # 0 ise
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x—>b
a

)=

Ters fonksiyonun 6zellikleri

fof™ = f"'of=1I (birim fonksiyon)
FH7 =
(fog) ' =g lof " (siraters doner)

f nin grafigi ile f_1 in grafigi y = x dogrusuna gore simetriktir.

A DIKKAT

=il R 1 T
ile — ayni sey degildir.

i G e == &l G2 eate

Buradaki —1 bir Us degil, ters fonksiyon isaretidir.

xX+5
3

f(x)=3x—5icin f'(x) = tir, ﬁ degil.

@ HAP BILGI

(feg) ' =g lof

Bu sirayi hatirlamak igin giyinme sirasini diastin: dnce ¢orap sonra ayakkabi giyilir; ¢cikarirken énce
ayakkabi cikar. Ters alinca sira tersine doner.

Grafikten fonksiyon okuma

Bir fonksiyon grafiginden sunlari dogrudan okuyabilirsin:

f(a) degeri: x = a noktasindan yukari ¢ik, grafigi kestigi noktanin y degeri f(a) dir.
Kokler: grafigin x eksenini kestigi noktalar f(x) = 0 denkleminin ¢ézimleridir.

y kesisimi: grafigin y eksenini kestigi nokta f(0) degeridir.

Tanim kiimesi: grafigin x ekseni lizerinde kapladigi aralik.

Goruntu kiimesi: grafigin y ekseni tGzerinde kapladigi aralik.

2 ORNEK

Bir f fonksiyonunun grafigi (=2, 0), (0, 3) ve (4,0) noktalarindan gegiyor olsun.

f(0) = 3 tur; grafigin y eksenini kestigi yer budur.

f(x) = 0 denkleminin ¢ozlmleri x = —2 ve x = 4 tlr; bunlar grafigin x eksenini kestigi noktalardir.

Bu U¢ bilgi, fonksiyonun kuralini bilmeden de bir strii soruyu ¢cézmeye yeter.

B SINAVDA NASIL CIKAR
Grafik okuma sorulari TYT de dogrudan " f(2) kagtir?" biciminde gelir. AYT de grafik genellikle

bileske ile birlestirilir: grafikten g(1) okunur, sonra f(g(1)) istenir. ALES ve KPSS de grafik yerine
tablo verilmesi daha yaygindir; mantik aynidir, okuma bicimi degisir.
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Ters fonksiyonun grafigini gizmek istiyorsan yeni bir hesap yapmana gerek yok: f nin grafiginiy = x
dogrusuna goére yansitman yeterlidir. Bunun sebebi basittir; (a, b) noktasi f lzerindeyse (b, a) noktasi
f~! lizerindedir ve bu iki nokta y = x e gdre simetriktir.

Sik yapilan hatalar
Hata Dogrusu
i) = % sanmak —1 Us dedgil, ters fonksiyon isareti
Gorintl kiimesini deger kiimesiyle bir tutmak f(A) C B, esit olmak zorunda degil
fog=gofsanmak Genel olarak esit degildir
Bileskede distakini dnce uygulamak icteki nce calisir: f(g(x))
|x| in tersini aramak Birebir olmadigi icin tersi yoktur
Kok icine > 0 yazmak Cift dereceden kdkte >0
Fonksiyon sayisinda Ussu sasirmak Tanim kiimesinin eleman sayisi Uste ¢ikar

Bu yedi satirin altisi tanimi yanhs hatirlamaktan degil, tanimi hi¢ okumadan isleme ge¢cmekten
kaynaklanir. Soruya baslamadan 6nce "hangi kiime tanim, hangisi deger kiimesi?" diye sormak ¢cogu
hatayi! bastan keser.

< Hap bilgi 6zeti
o Fonksiyon olma sarti yalnizca ¢ikis tarafinda aranir: her x in tam bir f(x) i olacak.
Giris tarafinda ne oldugu fonksiyonlugu bozmaz.
e Dikey dogru testi: fonksiyon mu?
Yatay dogru testi: birebir mi?
ikisini karistirma.
o A dan B ye fonksiyon sayisi n™ dir; Uis tanim kiimesinin eleman sayisidir.

Hangi sayinin Uste ¢cikacagi en sik yapilan karisikliktir.

(4 f+g f—gve f-gicintanim kiimesi Ay N A, dir.

! icin ayrica g(x) # 0 sarti aranir.
g

o Glindelik hayatta
Bir Grlinde 6nce 100 lira, sonra ylizde 20 indirim uygulaniyorsa g(x) = x — 100 ve f(x) = 0,8x
olmak Uizere 6denen tutar f(g(x)) olur.

500 liralik Griin icin f(g(500)) = 320 lira 6denir; sira degisirse g(f(500)) = 300 lira 6denir.
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o Bir fonksiyonun tersi ancak ve ancak birebir ve 6rtense vardir.

Bu sart saglanmiyorsa f"1 diye bir fonksiyon yoktur.

O (fogl=glof!

Bu sirayi hatirlamak icin giyinme sirasini diistin: énce ¢orap sonra ayakkabi giyilir; ¢cikarirken
once ayakkabi cikar. Ters alinca sira tersine doner.

® Sik sorulanlar

Her baginti fonksiyon mudur?
Hayir. Fonksiyon, bagintinin 6zel bir halidir. Bir bagintinin fonksiyon olabilmesi i¢in tanim
kiimesindeki her elemanin tam olarak bir gorlintlsu olmasi gerekir.

Bir fonksiyonun tersi her zaman var midir?

Hayir. Ters fonksiyonun var olmasi icin fonksiyonun hem birebir hem &6rten olmasi gerekir. Ornegin
gercel sayilarda tanimh mutlak deger fonksiyonunun tersi yoktur.

f bileske g ile g bileske f ayni sey midir?
Genel olarak degildir. Bileskede sira 6nemlidir; bazi 6zel fonksiyonlarda esit olabilirler ama bu bir
kural degildir.

Goruntii kiimesi ile deger kiimesi arasindaki fark nedir?

Deger kiimesi, cikisin secildigi blatlin kiimedir. Gortintl kiimesi ise bu kiimenin gercekten kullanilan
Kismidir. Gorlntd kiimesi her zaman deger kiimesinin alt kiimesidir.

En genis tanim kiimesi nasil bulunur?

ifadeyi tanimsiz yapan durumlar elenir: payda sifir olamaz, cift dereceden kékiin ici negatif
olamaz, logaritmanin i¢i pozitif olmalidir. Kalan degerler en genis tanim kiimesini verir.

Fonksiyon sayisi sorularinda hangi say! uUste ¢ikar?
Tanim kiimesinin eleman sayisi Uste ¢ikar. Tanim kiimesinde m, deger kiimesinde n eleman varsa
fonksiyon sayisi n tzeri m dir.

Y= Kontrol listesi

(J Bir semaya bakip fonksiyon olup olmadigini iki sartla gerekcelendirebiliyorum.
(J Tanim, deger ve gériintii kiimesini bir érnek lizerinde ayri ayri gdsterebiliyorum.
(J Paydali ve kokll bir ifadenin en genis tanim kiimesini bulabiliyorum.

(] Dikey dogru testi ile yatay dogru testinin neyi sinadigini karistirmiyorum.

(J Birebir oldugunu f(x;) = f(x,) = x; = x, yoluyla gésterebiliyorum.
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(J Ayni kuralin deder kiimesine gére 6rten olup olmadiginin degdisebilecedini biliyorum.
(J (fog)(x) hesaplarken igteki fonksiyonu 6nce uyguluyorum.

(J Verilen f ve fog den g yi cekebiliyorum.

(J Ters fonksiyonu (i¢ adimda bulup sonucu geri yerine koyarak kontrol ediyorum.

O ') ile J% i karistirmiyorum.

Bu belge hakkinda. Bu PDF, ahmetcelen.com.tr'deki Fonksiyonlar Konu Anlatimi yazisinin AC-001 kodlu belgesinin
1.0 strimauddr.

Surdm gecmisi ve degisiklikler: ahmetcelen.com.tr/d/ac-001/. Glincel strimu ve butin konularin PDF'lerini
ahmetcelen.com.tr/pdf/ adresinde bulabilirsiniz. Elinizdeki dosyanin bizim yayimladigimiz siriimle birebir ayni olup
olmadigini ahmetcelen.com.tr/d/ adresinde denetleyebilirsiniz; dosya cihazinizdan disari gonderilmez.
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